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摘  要：作为一种快速精确进行超越函数运算的方法，坐标旋转数字计算 (CORDIC)算法在现

代工程实践中获得了广泛应用。本文简要介绍了该算法的基本原理，给出了具体的计算方法，并

以双曲正余弦函数的求取为例，给出了 CORDIC 算法在 FPGA 中的实现方法，在集成综合环境 (ISE)

平台上进行了仿真。结果表明，由于采用了流水线结构，算法精度较高，实时性较好。另外，通

过 Matlab 相应的算法进行了仿真，得出迭代次数和计算误差之间的关系曲线，有助于实际应用中

选择迭代次数。 
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FPGA implementation of hyperbolic function based on CORDIC algorithm 
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Abstract：The application of CORDIC(COordinate Rotation DIgital Computing) arithmetic in solving 

transcendental function has become popular in modern engineering. A brief introduction of CORDIC 

arithmetic was given in this study. Taking the hyperbolic sine and cosine functions as examples, the 

method of realizing the arithmetic in FPGA was presented and simulated on ISE(Integrated Software 

Environment) platform. The result showed this arithmetic was of good precision and instantaneity because 

of using pipeline. This arithmetic has great practical value in some applications. In addition, a curve of the 

relationship between the iterative number and the error obtained by the Matlab simulation of the 

arithmetic can help designers planning the number of iterations for practical applications. 

Key words：COordinate Rotation DIgital Computing arithmetic；hyperbolic sine function；hyperbolic 

cosine function；FPGA；pipeline 

 

现代数字信号处理的算法结构日趋复杂，计算量大，实时性要求高，且包含大量三角函数、开方等复杂函数

计算。处理这些函数的传统方法是使用查表法或多项式展开近似，但速度和精度难以满足实用要求，硬件实现也

非常困难。近年来，CORDIC 方法，由于其良好的计算精度和实时性而得到迅速发展。双曲正余弦函数在实时语

音信号处理、图像信号处理、FFT 变换、检波等工程中应用非常广泛。本文基于 CORDIC 算法，研究双曲正余

弦函数的 FPGA 实现方法。  

1  CORDIC 算法原理 

CORDIC 算法 [1]是由 J Volder 等人于 1959 年在设计美国航空导航控制

系统的过程中提出来的一种算法，是计算在两个平面直角坐标系(x,y)和极坐

标系(R,θ)之间进行坐标变换的算法。J Walter 于 20 世纪 70 年代初推广了

CORDIC 算法 [2]，将圆周、线性和双曲线变换都包括了进来。本文将主要介

绍利用 CORDIC 算法求解反正切函数。如图 1，向量 1V 旋转角度 θ 后得到新

的向量 2V ，根据简单的几何关系有：  
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Fig.1 Schematic of CORDIC algorithm
图 1 CORDIC 算法原理示意图 
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2 1 1cos sinx x yθ θ= −                                     (1) 

2 1 1cos siny y xθ θ= +                                     (2) 
式(1)和式(2)整理后，可得：  

( )2 1 1 tan cosx x y θ θ= −                                    (3) 

( )2 1 1 tan cosy y x θ θ= +                                    (4) 

由上面的分析可知，假设向量经过 i 次微小的旋转，每次旋转的角度为 iθ ，旋转的方向为 id (取值为 1 或−1)，

经过 n 次旋转后，总的旋转角度为：
1

n

i i
i
dϕ θ

=

=∑ 。式(3)和式(4)可以概括为下式 [3]：  
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根据 m=1,−1 或 0，分别称为圆周旋转运算、双曲旋转运算或线性旋转运算。 id 代表旋转的方向： 1id = ，表

示逆时针旋转； 1id = − ，表示顺时针旋转，具体取值见式(7)。 iθ 代表旋转的角度，由于在数字电路中多用二进制

表示数值，所以 iθ 的取值多为 2 的幂指数，如式(8)所示 [4]。  
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此时，式(5)和式(6)可简化为如下迭代关系：  
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                                 (9) 

使结果 0nZ → 的旋转称为旋转模式(rotation mode)，使结果 0nY → 的旋转称为向量模式(vector mode)。K 为校

正系数，用来校正由于旋转所带来的系数变化。  
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当 1m = − , sign( )i id Z= , artanh ( 2 )iiθ
−= − ,

1
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(1 2 ) 1.204 8
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i

i

X K
−

− −

=

= = − ≈∏ , 0 0Y = , 0Z θ= 时，经过 n 次迭代，如式(9)

所示，即可求得 coshnX θ= , sinhnY θ= 。需要注意的是，为了保证迭代收敛，当 {4,13, ,3 1, }i k k∈ +L L 时，都必须重

复迭代一次， iZ 的取值范围为：[ ]1.113,1.113− [5]。在计算时，迭代次数越多，最后得到的目标函数值就会越精确。

但是迭代次数的增加会增大系统开销，延长运算时间，降低实时性，所以确定合适的迭代次数是获得精确的结果

及良好的实时性的重要条件，设计者需要在精确度和实时性之间取得一定的平衡。  

2  迭代次数与误差的关系分析  

通过上面的分析可以看出，确定合适的迭代次数是获得精确的结果及良好的实时性的重要条件。而由迭代关

系式(9)可知，影响结果精确度的主要因素就是旋转角度 iθ 。由式(8)所示，当需要求取双曲正余弦函数时， iθ 的

取值为 artanh ( 2 )i−− ，随着迭代次数的增加， iθ 的值越来越小，将无限趋近于零，其精度将不断增加，但对于结果

值的影响将逐渐减小。所以迭代次数的选取只需满足系统设计的要求，并略有余量即可。为了加以验证，本文在

MATLAB 中对迭代次数与误差的关系进行了仿真，如图 2 所示。图 2(a)代表的是用 CORDIC 算法求解双曲余弦  
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函数时计算的绝对误差与迭代次数的关系曲线，而图 2(b)则代表的是求解双曲正弦函数时的关系曲线，“*”点表

示零误差。该仿真共取了 20 个随机数 θ ，其取值范围为 [ ]1.113,1.113− 。  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
从图 2 中可以看出，在大多数情况下，当迭代次数为 6 时，误差函数开始收敛；当迭代次数为 9 时，大部分

的误差函数已经收敛至较小值。在达到一定的迭代次数后，精度的改善已经不再明显了，所以在设计迭代次数的

时候没有必要为了追求精度，将迭代次数设计得过多。  
此外，这种情况并不仅仅出现在求取双曲正余弦函数时，用 CORDIC 算法进行计算时，迭代次数与误差关

系曲线的趋势大致相同。但对于求解不同的函数，所需要的迭代次数不尽相同，需要在实际应用时加以选择。  

3  基于 CORDIC 算法的双曲正余弦函数的 FPGA 实现  

本文为了兼顾算法的实时性，在 FPGA 实现时将迭代次数设为 8 次。CORDIC 迭代算法的流水线实现方法如

图 3 所示。图中，“>>1”表示向右移 1 位，Cn 为常数，即每次微小旋转的角度 iθ ，为： ( )1
1 artanh 2 0.549 306C −= ≈ , 2C =  

( )2artanh 2 0.255 413− ≈ , ( )3
3 artanh 2 0.125 657C −= ≈ , ( )4

4 artanh 2 0.062 582C −= ≈ , ( )4
5 artanh 2 0.062 582C −= ≈ , 6C =

( )5artanh 2 0.031 260− ≈ , ( )6
7 artanh 2 0.015 626C −= ≈ , ( )7

8 artanh 2 0.007 813C −= ≈ 。  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
运用流水线结构可以大大提高算法的实时性，只需在等待 n 个(n 为迭代次数)时钟后就会输出运算结果值，

且在其后的每个时钟都会输出一个结果值，提高了运算的效率。  
本文利用 Xilinx 公司的 FPGA 芯片 XC2V250 进行了 8 级流水线的算法仿真，仿真结果如图 4 所示。图 4 中

sita 即为输入的 θ，x1 到 x8 分别是对应的每一次迭代后的双曲余弦值，y1 到 y8 则是每一次迭代后的双曲正弦值，

以 16 bit 二进制数(其中用 14 bit 表示小数位)表示。图中所示为 θ=1 时的仿真结果，x8 和 y8 即为最终的计算结果。

从图中可以清楚地看到，在复位结束后，经过了 8 个周期开始输出结果值。  
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Fig.2 Relation of iteration times and error 
图 2 迭代次数与误差的关系曲线 
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Fig.3 Pipelining structure of CORDIC 
图 3 CORDIC 算法的流水线实现结构 
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表 1、表 2 列出了双曲正弦函数、双

曲余弦函数的仿真结果和误差。从几个具

有代表性特殊点的仿真结果来看，CORDIC
算法的仿真精度还是比较高的。最大误差

为 0.007 800，而最小误差仅为 0.001 404，

完全可以满足工程实用需求。  
表 3 给出了本文算法和 ISE 自带的 IP

核 CORDIC v3.0 算法所用系统资源及最大

时钟频率。可以看出，本文所用实现方法

的系统资源消耗少，同时综合后的最高频

率高于 IP 核综合后的最高频率，性能良好。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4  结论  

本文在 CORDIC 算法基本原理的基础上，给出了迭代次数和误差的关系曲线，证实了迭代次数越多误差越

小的结论。同时根据关系曲线也可知道，在迭代次数达到 10 次以后，误差基本趋近为 0，此时再增加迭代次数

对误差的减小作用不大。  
另外，本文还给出了 CORDIC 算法在 FPGA 中的实现方法。通过仿真结果与真实值的比较可以看出，CORDIC

算法的误差较小，可以满足大部分工程实用要求。并且与 IP 核相比，该实现方法所用的系统资源少，最大时钟

频率高，性能良好，适用于对资源消耗及实时性要求较高的场合。  
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表 1 双曲正弦函数的仿真结果和误差 
Table1 Simulation results and error of hyperbolic sine function 
θ sinh (θ) sinh (θ) theoretical value absolute value error

-1 -1.170 166 -1.175 201 0.005 035 
-1/2 -0.513 916 -0.521 095 0.007 179 
-1/4 -0.244 812 -0.252 612 0.007 800 

0 0.005 493 0 0.005 493 
1/4 0.244 873 0.252 612 0.007 739 
1/2 0.513 977 0.521 095 0.007 118 
1 1.170 105 1.1752 01 0.005 096 

表 2 双曲余弦函数的仿真结果和误差 
Table2 Simulation results and error of hyperbolic cosine function 
θ cosh (θ) cosh (θ) theoretical value absolute value error

-1 1.539 001 1.543 081 0.004 080 
-1/2 1.124 146 1.1276 26 0.003 480 
-1/4 1.029 358 1.031 413 0.002 055 

0 1.001 404 1 0.001 404 
1/4 1.029 419 1.031 413 0.001 994 
1/2 1.124 084 1.127 626 0.003 542 
1 1.538 940 1.543 081 0.004 141 

表 3 本算法与 IP 核所用系统资源消耗比较 
Table3 Comparison of resource consumption 

method slice registers slice flip flops slice LUTs maximum frequency/MHz
method in this paper 180 341 338 265.684 

IP Core 676 1 268 1 304 182.357 

Fig.4 Simulation result of CORDIC 
图 4 CORDIC 算法仿真结果 


