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摘  要：基于 Morlet 小波连续变换的模态参数识别算法在故障识别和多模态参数提取中起到

了重要作用，然而在密频情况下，Morlet 小波连续变换尺度图上模态极值线相互混叠严重，难以有

效分离模态。本文提出一种新型的模态准小波函数，运用连续小波变换理论，推导和证明了模态

准小波的连续变换可以有效分离密频模态，并给出了固有频率和阻尼系数的识别公式与整体识别

算法。文章针对新型的模态准小波进行了大量的仿真实验，证实了该小波在密频模态分离与参数

识别方面的优越性，为密频模态参数提取提供新的思路与手段。 
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Parameter identification for concentrated modal based on modal quasi-wavelet 

YE Qing-wei，ZHAO Ting-kai，ZHOU Yu，WANG Xiao-dong 
(Information Science and Engineering College，Ningbo University，Ningbo Zhejiang 315211，China) 

Abstract：Modal parameters identification algorithm based on continuous wavelet transformation of the 

Morlet wavelet is an important algorithm in fault diagnosis and multi-modal parameters identification area. 

However, on the time-scale image of wavelet continuous transformation of the Morlet wavelet, there will 

appear aliasing phenomenon between two modals while vibration modals are concentrated, and it is hard to 

separate these concentrated modals. A new wavelet function called modal quasi-wavelet is proposed in this 

paper. The continuous transformation of modal quasi-wavelet can split two concentrated modals effectively. 

And the new algorithm of modal parameters identification is put forward. Numerous experiments of the new 

algorithm indicate that the modal quasi-wavelet shows better performance than Morlet wavelet. The proposed 

method provides a new approach for concentrated modal parameters identification. 
Key words：modal quasi-wavelet；modal parameter identification；concentrated modals  

 

振动检测技术是各类大型结构安全检测中的重要技术之一，对大型结构的安全生产起到重要作用，广泛应用

在旋转机械、桥梁、轨道等各种与人们生活密切相关的大型设备与建筑物的安全检测中。模态分解及其参数识别

是振动检测技术的核心算法，在振动检测工程中起到关键的作用，通过振动信号的模态参数提取、模态特征处理

以及模态参数识别等手段获得结构的安全质量状态 [1-4]。振动模态是弹性结构固有的、整体的特性，每一个模态

具有特定的固有频率、阻尼比和模态振型等模态参数。结构的模态参数可以反映结构的健康状况，如果结构发生

损伤，就会引起结构模态参数的变化，因此通过识别结构的模态参数可以预测和诊断系统的结构健康状况。近几

十年来，模态参数识别技术无论在时域还是在频域都得到了较大的发展，建立了比较完善的识别理论体系。但是，

传统的识别方法只限于在时域或在频域中单独进行识别，而不能在时频域同时进行识别，因此识别准确度的提高

受到了限制 [5-8]。  
小波分析是一种信号的时频分析方法，具有多分辨率分析的特点，而且在时频两域都具有表征信号局部特征

的能力 [9-15]。小波变换使信号的信息在时频面上局部化，在高频域用较短的窗口，在低频域用较长的窗口，能够

更好地检测非稳态信号的特征。基于小波变换的模态参数识别方法是当前模态参数识别技术研究的热点之一，国

外文献 [16-19]以及国内文献[13-14,20-22]都介绍了基于小波变换的模态参数识别方法，取得了良好的效果。但是，

对于密频模态下的参数识别，没有给出有效的解决方法，因为 Morlet 小波变换难以分离密频模态，使得从时间  
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尺度图中模极大值位置提取的误差很大，导致模态主频、模态阻尼系数等模态参数的提取准确度不高。  

本文提出了一种基于模态函数的新型小波函数-模态准小波函数，并构建了一种基于模态准小波连续变换方

法的有效的模态参数识别算法。  

1  新小波的提出及单模态参数识别  

一般粘性阻尼系统下的自由振动响应函数形式如下 [2]：  

1
( ) e cos ( )k

N
t

k k k
k

x t a tλ ω φ−

=

= +∑                                    (1) 

从式(1)中考虑单个模态下的复函数，提出一种新的小波函数—模态准小波，其表达式如下：  
j( ) e ea bw t w ttψ −=                                         (2) 

式中： aw 为正常数； bw 为小波的中心频率。  
由式(3)可证得该 ( )tψ 是一个平方可积的函数，即具有有限的能量：  
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该准小波函数的傅里叶变换为：  
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由式(4)得： 2 2
2ˆ (0) 0a

a b

w
w w

ψ = ≠
+

。该函数 ( )tψ 要成为基本小波，就必须满足小波允许性条件：  
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当 0ω → 时，
2ˆ ( )ψ ω

ω
→ +∞，可得积分 Cψ → +∞ ，故该模态准小波函数 ( )tψ 不满足小波允许性条件。  

因此模态准小波连续变换不存在逆变换，只能用于信号的特征提取，而无法用于信号压缩、去噪和复原等处

理。本文中运用模态准小波连续变换来进行振动信号的模态参数识别，构建多模态参数识别算法。  

由模态准小波的傅里叶变换公式(3)看出，模态准小波函数的模极大值在尺度参数 bwa ω= 处取得，其中 ω 为

分析信号 ( )x t 的固有频率。在模极大值情况下，信号 ( )x t 的特性与该尺度下的小波函数的特性最相似，此时模态

准小波变换的模 ( , )W a bψ 取得极大值。  

考虑一个粘性阻尼单自由度系统的自由振动响应：  

0 0( ) e cos ( )nt
dx t A tζω ω φ−= +                                     (6) 

式中： 0A 为初始幅度； 0φ 为初始相位； nω 为无阻尼固有频率； 21d nω ω ζ= − 为阻尼固有频率； ζ 为阻尼率。  
信号 ( )x t 的解析信号为：  

0j( )
0( ) ( ) j [ ( )] e e d ttz t x t H x t A ω φλ +−= + =                                (7) 

式中： [ ( )]H x t 为信号 ( )x t 的 Hilbert 变换，衰减系数 nλ ξω= 。  
假设信号 ( )x t 的时间范围为 0 ~ T ，并进行离散化，令：kt k t= Δ , 0,1, ,k N= , 1b n t= Δ , T N t= Δ ，且 1,  1t TλΔ ，

则复信号 ( )z t 对应的小波变换可以表示为：  
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式中： a
a

w
a

λ = ； b
b

w
a

λ = ； jau λ λ ω= − + + Δ ； jav λ λ ω= − − + Δ ； d bω ω λΔ = − 。  

现在考虑 0 /b da a w ω≈ = 附近的连续变换结果，此时有 0d bω ω λΔ = − → ，并且设 1aw ，那么有 1,  a aλ λ λ ，

代入式(8)，得：  
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当 0d bω ω λΔ = − = 时取极大值，所以可以根据时间-尺度图上的模极大值确定模态主频，在极大值 0 /b da w ω=

处，式(9)变为：  
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式中：
0 0

a b
a b d

w w
a a

λ λ ω= = =; 。式(10)表明 dω 可以在小波变换尺度图模极大处 0a a≈ 时对应的相位曲线进行直线拟合，

该直线的斜率就是 dω 。由此可以识别出单自由度下的阻尼固有频率值。  
下面讨论阻尼系数的识别。在 1aw 时，由式 (10)可以获得固有阻尼频率，从而获得对应的 0a 。然后假定

0

1,  a
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w
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λ λ λ= ，代入式(8)，并令 0a a= ，得：  
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式中 0
2 2

0 ( )a

AB
a λ λ
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，则拟合表达式为：  
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daW a b b B W a b
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因此在已知尺度参数 0a 和
0

1a
a

w
a

λ = 的条件下，可由式(12)和式
n

λξ ω= 识别出单自由度下的阻尼系数值。  

2  多模态参数识别原理  

基于小波变换的线性性质，上述的频率和阻尼系数的估计过程可以扩展到多自由度系统中。考虑多自由度系

统下一个具有 M 个模态的自由振动响应信号：  

1
( ) e cos ( )i ni
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式中： iA , iζ , niω , d iω 和 iφ 分别为系统第 i 阶模态的初始幅度、阻尼率、无阻尼固有频率、阻尼固有频率和初始相

位，其中满足 21di ni iω ω ζ= − 。  

运用模态准小波函数将式(12)对应的多模态信号进行准小波变换后得到小波系数 ( , )kW a bψ ( 1,2, ,k N= , N 为

小波分解的尺度数目)，由小波变换的线性性质可得：  
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式中： a b
ak bk k di bk

k k

w w
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λ λ ω ω λ= = Δ = −; ; 。在每个特定的 i k= 且 0i di biω ω λΔ = − = 处，也就是 b
i

di

wa
ω

= 处， ( )i diaψ ω 达

到最大化，小波函数取得模极大值，此时仅仅与 ia 对应的模态也就是第 i 阶模态在小波变换中贡献最大，其他模

态的贡献很小，可以忽略。因此可得每个分离模态( 1,2, ,i M= )所对应的小波系数为：  
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式中： ;  ;  a b
ai bi i di bi

i i

w w
a a

λ λ ω ω λ= = Δ = − 。当 0i di biω ω λΔ = − = 时取极大值，所以可以根据时间尺度图上的模极大值

确定模态主频，并且 aw 越小，近似关系式越精确，且极大值越大。 aw 控制了尺度图上模态极值线的粗细， aw 越

小，模态越容易分离。因此在密频模态下需要选择很小的 aw 来分离模态以获得每个模态对应的尺度参数值。  
与式(10)类似，根据尺度图寻找出第 i 个模态对应的模极大位置 ia ，那么模态固有频率 diω 由下式拟合获得： 
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同理，获得了 ia 和 diω 之后，再令 ia a= 且 1aw ，代入式(15)，得：  
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式中 2 2( )
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，则拟合表达式为：  

ln ( , ) ln ( )i i ai iW a b b Bψ λ λ= − +                                    (18) 

每个相应的模态进行直线拟合得到的斜率即为对应模态的衰减系数值，再根据式 i
i

ni

λξ
ω

= 可识别出每个模态

对应的阻尼系数值。  

3  多模态参数识别仿真实验  

为 了 验 证 本 文 基 于 模 态 准 小 波 函 数 的 多 模 态 参 数 识 别 方 法 的 有 效

性，对一个二自由度粘性阻尼系统进行仿真实验，系统的自由响应函数

如下：  
1 1 2 2

1 1 1 2 2 2( ) e cos ( ) e cos ( )n nt t
d dx t A t A tζ ω ζ ωω φ ω φ− −= + + +          (19) 

系 统 参 数 选 择 ： 1 1.5A = , 2 1.2A = , 1 20 Hzdf = , 1 12π 125.663 7 rad/sd dfω = = , 

2 15 Hzdf = , 2 22π 93.8213 rad/sd dfω = = , 1 0.01ζ = , 2 0.015ζ = , 1 0.2φ = , 2 0.3φ = ，

则 1 125.67 rad/snω = , 2 94.258 4 rad/snω = ，其中 1df 对应的为主模态， 2df 对

应的为次模态。时间 t 的取值为 0 s~5 s，抽样 1 024 个点。该系统的自由

时间响应由图 1 给出。  
对于模态准小波函数， aw 是一个非常重要的参数， aw 取的值越小将使频率分辨率越大，而为了分离密频模

态，需要有较大的频率分辨率，故需要取很小的 aw 值。另外， bw 的值一方面决定了时间-尺度上模极大值所在的

位置；另一方面决定每一条模态值线的粗细，一般 bw 值越大，模极大值线越细，有利于密频模态的分离。故这

里模态准小波函数的参数设置为 0.001aw = , 20bw = 。  
文献[13]中提出了一种改进的复 Morlet 小波函数，取得了较好的模态分离效果，形式如下：  

2
0j( ) e e tt Nt ωψ −=                                           (20) 

本文中将模态准小波连续变换的模态分离性能，与改进 Morlet 小波的小波变换方法进行对比。Morlet 小波

的取值参照文献[13], 17N = , 0 5ω = ；模态准小波函数的参数设置仍然为 0.001aw = , 20bw = 。同时为使 ( )x t 为密频

模态下的信号，将次模态频率 2df 设为 17.5 Hz，此时模态频率间隔为 2.5 Hz。运用 2 种小波分别对信号 ( )x t 进行

连续小波变换，并在无噪声和有一定噪声的情况下进行测试比较。图 2 分别给出了在无噪声和加入信噪比为 20 dB
高斯噪声的情况下，模态准小波变换与 Morlet 小波变换的模态分离效果对比。  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

从图 2(b)无噪声模态准小波尺度图中可以非常清晰地观察到 2 个模态，从而能够得到精确的尺度参数的值，

而图 2(a)无噪声 Morlet 小波尺度图中虽然能观察到 2 个模态，但模态间有重叠，并且模极大值所在位置的条纹

比较宽，这样得到的尺度参数值就不够精确，从而无法得到精确的模态阶数。再比较图 2(c)和图 2(d)，可以明显  
 

Fig.1 Time-domain curve of free response
图 1 自由响应时域曲线 
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Fig.2 Contrast images of modal separation effects 
图 2 模态分离效果对比 
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under noiseless condition 

t/s 

sc
al

e

0 1 2 3 4 5

0.02
0.03
0.04
0.05
0.06
0.07
0.08
0.09

(b) time-scale image for modal wavelet 
under noiseless condition 
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(c) time-scale image for Morlet 
wavelet under Gaussian noise
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(d) time-scale image for modal wavelet 
under Gaussian noise 
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观察到模态准小波在有噪声的情况下，依然能够有效地分离模态，受噪声影响很小。由此可以看出，通过设置恰

当的参数，模态准小波能够非常有效地分离密集模态，从而精确得到模极大值所在的尺度参数值，并具有较强的

抗噪声性能。  
为了证明基于模态准小波的参数识别方法的可行性和精确性，分别在不同模态主频间隔下和不同的噪声强度

下，进行模态参数识别仿真测试，以检验本算法的有效性。模态参数的识别衡量指标定义为：  

0 100%
testvalue theoryvalue

R
theoryvalue

−
= ×                                (21) 

从式(21)中可以看出，若测出的参数值与理论值越接近，则相对误差越小，说明识别的参数准确度越高。  
对于振动信号 ( )x t ，在以下 2 种情况下，运用模态准小波连续变换方法进行参数识别测试：1) 信号 ( )x t 在固

有频率 1 20df = Hz 固定不变条件下， 2df 变化使得 2 个模态频率的间隔由 8 Hz 以 0.5 Hz 为步长均匀减小到 0.5 Hz；

2) 信号 ( )x t 和模态准小波的参数保持不变，加入不同强度的高斯白噪声，信噪比强度由 100 dB 以 5 dB 为间隔均

匀变化到 25 dB。  
这里在阻尼系数识别时，模态准小波的参数 aw 应该取较大

值 10，得到较大的时间分辨率， bw 的值同上。图 3 显示了不同

模态频率间隔下的阻尼比识别误差曲线图，图 4 显示了不同信噪

比强度下的阻尼比识别误差曲线图。  
由于在不同模态主频间隔下，固有频率的识别结果误差很小

且误差值基本一致，没有画出其曲线，识别出主模态的固有频率

差值的均值为 0.1%左右，次模态固有频率差值的均值为 0.13%。

在不同的噪声强度下，固有频率的识别误差也很小，识别出主模

态的固有频率差值的均值为 0.1%，次模态固有频率差值的均值

为 0.25%。表明本文的方法能够精确地识别出固有频率，受噪声

和模态间隔的影响很小。 

从图 3 可以看到，随着模态主频间隔的减小，阻尼比的识别

误差增大。当模态主频间隔大于 3 Hz 时，误差值很小，识别结

果很精确；当模态间隔为 3 Hz 到 1 Hz 时，误差值在 5%以下，

识别结果也较精确；当间隔小于 1 Hz 时，误差值较大，最大分

辨率可以达到 1 Hz，故文章的模态准小波能够有效识别模态间隔

为 1 Hz 以上的密频模态。从图 4 可以看到，阻尼比的识别误差

随着噪声强度的增加而增大，当信噪比大于 40 dB 时，识别误差

小于 1%，识别结果很精确；当信噪比在 40 dB 至 25 dB 范围时，

误差有所增大，但依然能够接受，当信噪比小于 25 dB 时识别结

果无效了。由此可以看出，本文的模态准小波变换方法在较大噪

声情况下，依然能够较精确地识别出阻尼比参数值，具有良好的

抗噪声性能。在实际工程中，信噪比的值一般都大于 30 dB，故

本文方法能够运用于实际工程。  

4  结论  

基于小波变换的模态参数识别方法是模态参数识别技术的重点研究与发展方向之一。针对传统 Morlet 小波

函数的不足，文中从模态函数出发，提出了一种新型的小波函数-模态准小波函数，并从理论上推出了固有频率

和阻尼系数的识别公式。文中仿真实验表明，对于模态准小波通过取较小的 aw 值可以在密频模态下获得优良的

模态分离效果，而通过增大 aw 的值可以获得较高准确度的阻尼系数识别结果。在模态分离与阻尼系数识别两方

面均有优良表现，并且具有良好的抗噪性，性能优于 Morlet 小波的连续变换效果。  
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