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摘  要：时域体电场积分方程性态较好，但时域面积分方程性态较差，这就造成体面耦合的

时域电场积分方程在迭代求解时经常遇到收敛较慢的问题，无法满足工程需要，并且一般预条件

技术获得的加速效果也不甚理想。因此，时域体面积分方程迭代求解时间过长已成为体面积分方

程在实际工程应用中的核心问题。针对时域体面电场积分方程矩阵性态差的问题，提出一种引入

分块预条件方法 (BMP)，可以加快矩阵迭代收敛的速度。将时域体面积分方程的矩阵分解成 3 块矩

阵相乘的形式，而这 3 块矩阵都是稀疏的，并通过几个体面算例说明该预条件技术的效率。 
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Block pre-conditioner based on time domain volume-surface integral equation 
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Abstract：The state of time domain electric field volume integral equation is good, while that of 

surface integral equation is poor, which results in slow convergence in the iterative solution of time 

domain electric field integral equation with volume-surface coupling, unable to meet the project 

requirements. Furthermore, the acceleration effect obtained by general preconditioning techniques is not 

very ideal. Therefore, a too long iteration time for time domain volume-surface integral equation has 

become the core issue in practical engineering applications. Aiming at the problem of poor behavior matrix, 

a new Block Matrix Pre-conditioner(BMP) method which can accelerate the convergence of matrix iteration 

is proposed. The time domain volume-surface integral equation matrix is decomposed into three pieces in 

the form of matrix multiplication, and the three matrices are all sparse. The efficiency of the 

preconditioning technique is illustrated by several volume-surface examples. 

Key words：block matrix；pre-conditioner；coupled；volume-surface integral equation；iterative 
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实际工程中多数电磁目标都是金属介质混合的结构，比如微带结构、涂覆飞行目标、频率选择表面、滤波器

等。由于这种混合结构的普遍性，金属介质混合目标的电磁计算问题是计算电磁学的一个经典问题。应用矩量法

(Method of Moments，MoM)求解频域积分方程是当今普遍使用的数值计算方法。但是，频域技术对于非时谐电

磁场分析的局限性和非时谐电磁场问题的复杂性与普遍性也构成了当代工程电磁学的一大矛盾，这一矛盾推动了

时域技术的发展和应用。计算机硬件技术的发展使人们逐步具有了在时域对具有宽频带特性的瞬态电磁场问题直

接计算分析的能力。与频域方法相比，时域方法具有诸多优点 [1-3]。时域方法能够直观反映目标之间电磁波相互

作用随时间的变化情况，可以方便、直接地处理非线性媒质和时变媒质的散射问题和辐射问题。但是时域体面积

分方程收敛性较差，而时间步进体面积分方程求解时，需要在每个时间步上进行迭代求解，迭代时间过长成为其

分析问题的障碍，迭代部分的耗时常常比矩阵填充更多。如何提高收敛性成为重要的研究问题。分块预条件(BMP)
最初运用于有限元(Finite Element Method，FEM)方程求解过程中，以应对矩量法求解的金属部分电场积分方程  
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(Electric Field Integral Equation，EFIE)的收敛问题 [4-8]。为了提高BMP的计算效率，先将每一个子矩阵稀疏化，

剔出小值元素，然后对主对角线上的块矩阵构造其求逆矩阵，通过其推导整个矩阵的逆矩阵 [9-10]。由于LU分解方

法使用的内存较少，本文使用不完全LU分解方法构造子矩阵逆矩阵，将其内存消耗和收敛效果与传统的不完全

LU分解方法作对比。  

1  时域电场体面积分方程 

假设介质金属组合目标 Ι ，位于无界空间 Π 中，目标介质的介电常数为 ( )ε r
G

，磁导率为 0μ ，无界空间 Π 的

介电常数为 0ε ，磁导率为 0μ
[11-12]，当介质金属组合 Ι 受到入射电场 ( )inc ,tE r

K G
激励时，在介质目标内将会产生极化

体电流 V ( ', )tJ r
G G

，而在金属表面将会产生感应面电流 s ( ', )tJ r
G G

，根据等效原理可知，介质金属组合目标对入射波的

散射，可以等效为自由空间中其相应区域内的体极化电流 V ( ', )tJ r
G G

和金属表面产生的感应面电流 s ( ', )tJ r
G G

引起的散

射之和 [13]。  
由于总电场等于入射场与散射场之和，因此在介质体上可以得到 [14-15]：  

                  ( ) ( ) ( )inc sca, , ,t t t= +E r E r E r                                  (1) 

在金属表面，总电场的切向分量为 0，即  
                   ( ) ( )inc sca

tan
, , 0t t⎡ ⎤+ =⎣ ⎦E r E r                                  (2) 

电场散射 ( )sca ,tE r 定义为：  

( )

( )

sca
V V V

sca
S S S

, ( , ) ( , )

, ( , ) ( , )

t t t
t

t t t
t

∂⎧ = − −∇⎪⎪ ∂
⎨ ∂⎪ = − −∇
⎪ ∂⎩

E r A r Φ r

E r A r Φ r
                             (3) 

式中：下标 V 表示体单元；S 表示面单元。  
在介质中，电通量密度 ( ),tD r 与总电场 ( ),tE r 之间存在如下关系：  

            ( ) ( ), ( ) ,t tε=D r r E r                                  (4) 

整理后带入式(3)，将介质与金属区域的散射场与入射场相加，得到时域体面积分 EFIE 方程的表达式如下：  

inc
V V S S( , ) ( , ) ( , ) ( , )

ˆ( )
t t t t

t tε
∂ ∂

= + + ∇ + + ∇
∂ ∂

DE A r r A r Φ r
r

Φ                    (5) 

 inc
tan S S V V

tan

( , ) ( , ) ( , ) ( , )t t t t
t t
∂ ∂⎡ ⎤= +∇ + +∇⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

E A r Φ r A r Φ r                      (6) 

式中： 0 V
V

V

( ', )( , ) d '
4

t V
R

μ τ
=

π ∫
J rA r ； 0 S

S
( ', )( , ) d '

4 s
t

R
μ τ

=
π ∫

J rA r S ； V
V0

1 ( ', )( , ) d '
4

t V
R

ρ τ
ε

=
π ∫ rΦ r ； S

0

1 ( ', )( , ) d '
4 s

t
R

ρ τ
ε

=
π ∫ rΦ r S 。

在介质体内将电通量密度 ( , )tD r 按时间基函数和空间 SWG(Shaubert-Wilton-Glisson)基函数展开后得到：  
tD

1 1

( , ) ( ') ( )
NN

l V
n n l

n l

t I T t
= =

≅∑∑D r f r                                 (7) 

式中：ND 是散射体包含的 SWG 基函数的个数；Nt 表示时间步的个数。  
在金属表面将电流密度 s ( , )tJ r 按时间基函数和空间 RWG(Rao-Wilton-Glisson)基函数展开后得：  

   
s t

s
s

1 1

( ', ) ( ') ( )
N N

l
n n l

n l

t I T tJ r f r
= =

≅∑∑                                (8) 

式中 Ns 是散射体包含的 RWG 基函数的个数。  
将基函数展开式(7)、式(8)代入到矢量位和标量位的表达式中可以得到：  

D
V0

V
V1

1( , ) ( ') ( ') ( )d '
4

N

n n n
n

t T t D
R t

μ κ
=

∂⎡ ⎤= ⋅⎢ ⎥π ∂⎣ ⎦∑ ∫A r r f r r                          (9)  

D
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V V0 1

1 1 1( ) ( ')( ( ')) ( )d ' ( ( ')) ( ') ( )d '
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N
V V

n n n n n
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r r T t T t D
R R

κ κ
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− ⎡ ⎤= ∇ ⋅ + ∇ ⋅⎢ ⎥π ⎣ ⎦∑ ∫ ∫Φ f r r r f r r             (10) 
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将上述由基函数展开式得到的矢量位和标量位式(9)、(10)、(11)、(12)代入到时域体面积分方程表达式(5)、  
(6)，将方程离散，然后对离散后的时域电场积分方程在空间域上进行伽辽金测试，在时间域上进行点匹配得到

时域矩阵方程表示为：  
1

inc
0 t

1

1,2, ,
j

j j i j j
i

j N
−

−
=

= − =∑Z I V Z I                     (13) 

式中： inc
jV 表示第 j 个时间步时的激励向量； jI 为第 j 个时间步时的电流系数向量， s

T
,1 ,2 ,[ , , , ]j j j j NI I I= ⋅⋅ ⋅I ；

tN 表 示 时 间 步 的 个 数 ； i j−Z 是 时 延 ( )i j− 个 时 间 步 的 时 域 阻 抗 矩 阵 ； , 1,2,3i j = "， i j≥ ， i j− 代 表 时 延

( )i j t− + ， t+ 表示一个时间步， max1 / (10 )t f=+ i ， maxf 表示入射波的最高频率。 0Z 表示 2 个基函数 m,n 相互作

用时涉及到有的高斯点之间的空间距离小于 1 个时间步长，其在矩阵中的元素值 ,0mnZ 才为非零值，否则为

零。同理， 1Z 表示 2 个基函数 m,n 相互作用时涉及到有的高斯点之间的空间距离处于 1~2 个时间步长之间，

依次类推 2 3,Z Z 。根据时间步进策略，如果已知初始时刻的电流系数 0 0I = ，可以通过上式求解出时刻 1 的

电流系数 1I ，然后再通过 0I , 1I 求解出 2I ，依次类推。延时矩阵根据基函数和测试函数是金属上的 RWG 还是

介质体内的 SWG 可以分成 4 块矩阵，简写成以下形式：   
DD DM

, ,

MD MM
, ,

= mn i j mn i j
i j

mn i j mn i j

− −
−

− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

Z Z
Z

Z Z
                                (14) 

式中：上标 M 表示金属；D 表示介质；下标 m 表示测试基函数号；n 表示源基函数号； i 表示第 i 时间步；j 表

示第 j 时间步。  

2  新型分块预条件  

针对时域体面积分方程收敛性问题，本文引进一种新型的预条件技术以提高时域体面积分方程的收敛性。一

般预条件都是基于如下等式：  
1 1− −=M ZI M V                                       (15) 

式中： 1−M 表示通过不同预条件技术构造的近似逆矩阵，其维数就是待求矩阵方程的维数N； 1−M Z 条件数优于Z
矩阵的条件数，使得矩阵方程(15)更易于迭代求解。体面积分方程由于矩阵元素相差较大，所以条件数较差，分

块预条件通过将矩阵分块，分别求小矩阵的逆，推算出大矩阵的逆，这样不仅降低了矩阵求逆的计算复杂度，而

且得到的逆比传统直接用预条件技术求得的逆更加准确。  
原始矩阵分块如下：  
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矩阵的逆矩阵如下：  
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式中： DDI 和 MMI 的维数分别为 D DN N× 、 M MN N× ， DN 和 MN 分别表示SWG基函数和RWG基函数的个数。不难

发现时域体面积分方程中 ( ) 1MD DD DM
mn,i- j mn,i- j mn,i- j

−
Z Z Z 数值上与 MM

mn,i- jZ 相比可以忽略，最终分块预条件构造的逆矩阵 1−M ，

可以近似表示为如下形式：  

   
( ) ( )

( ) ( )

11 DDDDDD DD DM                   
1

11 MD DD MMMM MM
                                

          00
=

0   0

      

mn,i- j

mn,i- jmn,i- j mn,i- j

mn,i- jmn,i- jI

−−

−
−−

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤− ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥• •⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

IZI Z Z
M

Z Z IZ            (18) 

只需要求得主对角线上的小块矩阵就可以得到整个矩阵的逆。  

3  数值计算与分析  

本文运用 4 个算例验证分块矩阵预条件应用的准确性和效率。本次计算运用的 PC 计算机硬件配置是 2.3 GHz
的 CPU 内核，内存为 3.2 GHz。二阶范数的剩余误差至迭代结束时小于 1×10-3。同时，使用广义最小残量方法

(Generalized Minimal Residual Algorithm，GMRES)(30)作为迭代方法，30 作为 GMRES 子空间 Krylov 的维数。零

向量作为所有算例的初始近似解。  

3.1 算例计算 

算例 1：考虑一种涂覆介电材料的导体球，介电材料的介电常数是 =2rε ，导体球半径和导体壳外表面的长度

分别是 0.2 m 和 0.25 m，导体球介质剖分得到 1 674 个四面体，导体球金属剖分得到 480 个三角形，总未知量 4 627
个，其中金属部分 720 和介质部分 3 907，入射波为调制高斯脉冲，其中心频率设为 150 MHz，带宽为 300 MHz，

入射平面波垂直入射，沿 X 方向极化，入射波沿 Z 轴正方向传播。图 1 所示为垂直入射平面波的 150 MHz 时双

站雷达散射截面(Radar Cross-Section，RCS)图。通过观察结果可以发现，通过 ILUTP(Incomplete LU factorization 
with Truncation and Pivoting)预条件和 BMP 预条件的结果与更加优良的 Mie 系列解是吻合的，这正是需要的结果，

图 2 所示为 BMP 与 ILUTP 预条件在时域体积分方程求解中运用时的迭代收敛情况。  
 

 
算例 2：考虑一种圆锥结构，上部半径为 0.4 m，高为 0.5 m，相对介电常数 r 2.0ε = ，上部覆盖一个半径同样

为 0.4 m 的金属贴片。入射波为调制高斯脉冲波，其中心频率设为 150 MHz，带宽为 300 MHz，入射平面波垂直

入射，沿 X 方向极化，入射波传播方向为 Z 轴正方向。图 3 所示为分块预条件 BMP 与传统预条件方法 ILUTP
迭代求解收敛情况。  

算例 3：考虑一种 0.50 m×1.00 m×0.05 m，介电常数为 2 的介质体，上面覆盖一层金属板，入射波中心频

率为 0.3 GHz，入射角 θ = 0，φ = 0，未知量(3 256 介质基函数 SWG+693 金属基函数 RWG=3 889)。图 4 所示为

覆盖金属板介质体运用预条件收敛情况。  
算例 4：考虑一种介质圆柱和金属圆柱重叠放置的 2 层圆柱，单个小圆柱的半径为 0.5 m，高为 0.15 m，相  

Fig.1 Bistatic RCS(φ=0) of a coated sphere with inner and 
outer radii are 0.2λ0 and 0.25λ0 , εr=2  

图 1 150 MHz 双站雷达散射涂覆球截面(φ=0)的内、外半径

为 0.2λ0,0.25λ0，相对介电常数εr=2 
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Fig.2 Convergence of coated sphere example by using 
pre-conditioner 

图2 涂覆球体运用预条件收敛情况 
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对介电常数为 r 2ε = ，介质是无耗的，入射波为调制高斯脉冲，波的传播方向为 Z 轴正方向，沿 X 方向偏振，带

宽为 240 MHz，中心频率为 120 MHz。图 5 所示为 2 层圆柱运用预条件收敛情况。  
 

3.2 运算时间与使用内存情况比较 

表 1 所示为 4 个算例分别使用本文预条件 BMP 与 ILUTP 预条件的运算时间与消耗内存情况。  
 

 
 
 

4  结论  

本文提出一种基于分块矩阵预条件并结合时域体面积分。通过4个算例的数值结果验证了其准确性和效率。

与传统的中心预条件ILUTP相比，仅需更少的迭代预条件的BMP方法就可以达到预期的精确度，也显示出其在运

算时间和内存使用等方面的优势。  
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Fig.5 Convergence of two-layer cylindrical example by 
using pre-conditioner 

图5 两层圆柱算例运用预条件收敛情况 

表 1 BMP 预条件与 ILUTP 预条件运算时间与消耗内存对比 
Table1 Comparison of operation time and memory consumption  

of BMP and ILUTP pre-conditioner  

 pre-conditioner running time 
consumption/s memory consumption/MB

ILUTP 3.87 7.40 example 1
BMP 0.76 6.10 

ILUTP 126.80 118.00 
example 2

BMP 25.20 32.00 
ILUTP 35.53 143.20 example 3
BMP 2.98 45.00 

ILUTP 110.60 124.00 
example 4

BMP 15.70 24.20 
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Fig.3 Convergence of disc cone example by using 
pre-conditioner 

图 3 盘椎体运用预条件收敛情况 
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Fig.4 Convergence of medium coverage of the metal 
plate example by using pre-conditioner 

图4 覆盖金属板介质体运用预条件收敛情况 
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