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基于训练字典优化测量矩阵的 SAR 图像压缩算法 
吕高焕 1，吕文涛 2 

(1.鲁东大学  信息与电气工程学院，山东  烟台  264025；2.浙江理工大学  信息学院，浙江  杭州  310018) 
 

摘  要：为压缩复数合成孔径雷达(SAR)图像，基于压缩感知理论，设计了基于训练字典优化

测量矩阵。该方法可增强测量矩阵的列之间的不相关性，有效地降低测量矩阵列向量间的互相干

性，提高重构结果的精确度。基于优化后的测量矩阵，可以获取更好的复数 SAR 图像压缩结果。

通过真实场景的复数 SAR 图像实验，验证了该算法的有效性。  
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A SAR image compression algorithm based on optimization measurement matrix 
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Abstract： An optimized measurement matrix is designed to compress complex-valued Synthetic 

Aperture Radar(SAR) images based on Compressive Sensing(CS). The proposed measurement matrix can 

enhance the incoherence between columns and mitigate the mutual coherence of the measurement matrix 

effectively giving rise to improvement in the accuracy of reconstruction result. Based on the optimized 

measurement matrix, a better compression result can be obtained for the complex SAR image. The 

effectiveness of the proposed method is validated by using the real field data. 
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合成孔径雷达(SAR)是一种高分辨力的微波成像雷达，它不受时间和天气的限制，能够全天候、全天时对地

物目标进行成像 [1]。SAR 图像数据量成几何级数迅速增长，给存储和传输带来了很大的压力，使得 SAR 图像数

据高速传输成为制约 SAR 遥感技术应用的瓶颈。目前，国际上很多学者在对如何解决 SAR 图像的存储和传输问

题进行研究，其中通过数据压缩，在尽可能保持图像质量的情况下，得到尽可能高的压缩比的算法一直是研究的

热点。近年来，关于 SAR 图像压缩的研究在国际上不断增多，许多针对 SAR 图像设计的压缩技术也相继出现，

依据虚部、实部处理方式不同，现有的复数 SAR 图像压缩算法可大致分为 3 类：实虚部独立压缩、实虚部一起

压缩以及幅值和相位独立压缩。第 1 类算法对复数图像的实部和虚部独立压缩，如基于实数小波变换的方法等，

其缺点在于无法有效保持相位信息；第 2 类算法主要是基于快速傅里叶变换(Fast Fourier Transform，FFT)的方法

或复数小波变换的方法，对虚实部同时进行压缩处理，可以获得较好的相位保持；第 3 类将幅值和相位分开处理，

通常幅值采用基于小波或小波包变换的压缩算法，可以获得较高的压缩比，而相位近似均匀分布且相关性较低，

目前还没有较好的处理方式。  
压缩感知(CS)是由数学家 Donoho 等人于 2006 年提出的一种新的数据压缩与重建理论和方法 [2-3]。近年来，

它作为一种新的信号获取与压缩重构方法被引入到信号处理领域中。CS 理论指出，只要信号是可压缩的或在某

个变换域是稀疏的，那么就可以用一个与变换基不相关的测量矩阵将变换所得高维信号投影到一个低维空间上，

以实现该信号的有效压缩，然后通过求解一个优化问题就可以从这些少量的投影中以高概率重构出原信号，可以

证明这样的投影包含了重构信号的足够信息。在该理论框架下，采样速率不依赖于 Nyquist 定理，不取决于信号

的带宽，而取决于信息在信号中的结构和内容。  
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基于 CS 理论的数据压缩与重构，并非必须经过基于 Nyquist 率的数字化采样过程，而是通过模拟–信息采样

过程来有效突破传统 Nyquist 定理的束缚。从这个意义上讲，利用 CS 理论可以在传统基于 Nyquist 定理的 SAR
数据压缩方法的基础上，进一步压缩 SAR 数据。Mohit Kalra 等提出一种将小波变换和矢量量化相结合的压缩感

知的图像压缩算法，通过小波变换对图像进行稀疏表示，为了更好地进行观测，在对小波系数进行重排后，运用

矢量量化对系数进行观测 [4]。  
目前除了运用小波基对图像进行稀疏表示之外，还有通过原子构造字典的方法来实现压缩感知算法。基于过

完备字典的图像稀疏表示是一种新的图像表示理论，利用过完备字典的冗余性可以有效地捕捉图像的各种结构特

征，从而实现图像的有效表示。基于字典优化算法，因为没有充分考虑测量矩阵列向量的互不相干性，这些算法

优化方案的有效性受到很大局限。根据压缩感知理论，为了获取较好的重建结果，需要测量矩阵的列向量之间有

较好的非相干性。Elad 首先从重构结果的均衡性角度提出了测量矩阵的优化方法，取得了较好的重构结果 [5]。考

虑到与重构性能直接相关的测量矩阵能使得稀疏矩阵或冗余字典任意两列的相关性尽可能小，基于此，Duarte
和 Sapiro 提出了由给定训练字典来对测量矩阵进行优化 [6]。这些优化方法一定程度上提高了重构的结果，但这些

方法大都基于 Gaussian 随机矩阵，因为 Gaussian 随机矩阵列向量间具有统计意义上的正交性，使得这些方法的

有效性在很多条件下受到限制。为了改善测量矩阵的性能，Hadamard 矩阵和 Zelnik-Manor 矩阵 [7]也作为测量矩

阵被用来对信号进行重构，获取了较好的重构结果。但这些方法都没有很好地对测量矩阵的列向量的相干性进行

优化，在复杂数据条件下，图像的重构效果不理想 [8-9]。  
本文从互相干性的角度出发，深入研究了测量矩阵的优化问题，提出了一种新的基于训练字典优化的测量矩

阵改进方案，使得优化后的测量矩阵的列向量间有更好的非相关性，以获取更精确的重构结果。本文将优化的测

量矩阵应用于复数 SAR 图像压缩，通过基于真实复数 SAR 场景数据实验，证明了算法的有效性和鲁棒性。  

1    压缩感知理论 

设 x 是一个有限长的离散时间信号，并且能够被基矩阵 Ψ 线性表示，即：  

1

n

i i
i
Ψ

=

= =∑x s sΨ                                   (1) 

式中：s 是一个 n×1 的系数矩阵，且 ,i iΨ=< >s x 。如果式(1)中系数矩阵 s 中只有 k(k<n)个非零元素，则称 s 为信

号 x 的 k 稀疏表示。在压缩感知理论中，并不是直接对信号 x 进行测量，而是通过非相关测量将信号 x 投影到维

数更低的测量矩阵 m n×Φ 上去，即  

1 1m m n nx× × ×=y Φ                                   (2) 
式中：y 是一个 m×1 的矩阵，且 m<n。如果从 y 来重建 x，由于 y 的维数 m 小于 x 的维数 n，故式(2)是欠定方程，

有无穷多组解，不能够重建原始信号 x。但如果原始信号 x 是 k 稀疏的，即可以将其表示成式(1)那样，将式(1)
代入式(2)将得到  

1 1 1 1m m n n m n n n n m n nx× × × × × × × ×= = =y s sΨ Φ Ψ Θ                          (3) 
式中：Θ 为 m×n 的矩阵，称为感知矩阵。稀疏 s 可通过求解式(3)的逆问题得到。因此，对原始信号 x 的重建，

转化为在 l0 范数下求解式(3)的最优化问题：  

0
ˆ arg min || || , . .l s t= =s s y Θs                             (4) 

在求得信号 x 的稀疏系数矩阵 s 后，可以进一步由稀疏基矩阵Ψ 通过式(1)重建信号 x，即  
ˆ ˆ=x sΨ                                        (5) 

式中 x̂ 表示重建信号。最优化问题式(4)的求解是一个 NP-hard 问题，很难直接对其求解。理论证明在感知矩阵Θ
满足受限等距特性的条件下，可以将最优化问题式(4)的求解转化为 lp(0<p<2)范数下的最优化问题：  

ˆ argmin || | .| .
pl s t= =s s y Θs                              (6) 

式中受限等距特性要求矩阵Θ 对于任意具有严格 k 稀疏的矩阵 s 都能保证不等式成立：  
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≤ ≤                                  (7) 

式中 kδ 是常数且 (0,1)kδ ∈ 。  
最小 l2 范数法和匹配追踪系列算法常用来对信号进行重建。最小 l2 范数法的思想是将最优化问题式(4)中的

l0 范数转化为 l2 范数进行求解，即  
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2
ˆ argmin || | . .|l s t ==s s y Θs                               (8) 

上述问题的求解可以转化为一个线性规划 (Linear Programming，LP)问题，通过基追踪算法 (Basis Pursuit，
BP)进行求解。  

2  基于训练字典优化测量矩阵的复数 SAR 图像压缩算法 

给定一个测量矩阵 m nC ×∈A ，m<n，其对应的列之间的互相干可以表示为：  
Tmax | |

{ } , 1 , ,
|| || || ||

i j

i j

a a
i j n i j

a a
μ = ≠

⋅
A ≤ ≤                             (9) 

式中： || ||⋅ 表示 2 范数； ia 表示矩阵 A 的第 i 列。因此，A 的互相干值即是其不同列之间的内积的最大值。在压

缩感知中， { }μ A 值越小，则表示 A 的列之间的正交性越好，很明显，对于重构结果来说，这是非常有利的。  
为了更好地分析测量矩阵 A 的互相干的性能，考虑 A 的 Gram 矩阵，即  

T=G A A                                      (10) 
在 G 中，对每一列归一化，即 || || 1ig = ， 1 i n≤ ≤ 。因此， { }μ A 就是 G 中非对角元素的幅值最大值，即  

{ } max | |, 1 , ,ijg i j n i jμ = ≠A ≤ ≤                             (11) 

由式(11)可知， { }μ A 越小，说明测量矩阵 A 的列之间的正交性越好，相应地，重构结果也就越好。因此，

算法优化的目标是尽可能地最小化 { }μ A 。  
实际上，对于一个满秩的测量矩阵 A 来说， { }μ A 在理论上有其最小值：  

{ }
( 1)
p m

m p
μ −

−
A ≥                                  (12) 

可行的优化策略是使 { }μ A 尽可能地接近这个最小值。记 0μ 表示这个最小值，即  

0 ( 1)
p m

m p
μ −

=
−

                                  (13) 

对于任一 k 稀疏的信号 s，只要满足下式条件，信号 s 就能从观测信号 =y As中恢复出来。  

1 11
2 { }

k
μ

⎛ ⎞
< +⎜ ⎟

⎝ ⎠A
                                 (14) 

但是式(14)并不是很好的信号恢复边界条件，且不能反映信号的平均恢复性能好坏，因此 Elad 提出了平均互

相干性 av{ }μ A 的概念，实验证明拥有更低 av{ }μ A 的测量矩阵对信号的恢复重建效果要优于任一随机矩阵：  
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∑
A                               (15) 

式中： { },( , ) : ,0 1t i jS i j g t t= <≥ ≤ ； tN 为 tS 中元素个数； ,i jg 表示 Gram 矩阵中每个数据元素的均值。  

在 CS 理论中，与重构性能直接相关的测量矩阵能使得稀疏矩阵或冗余字典任意两列的相关性尽可能小。基

于此，Duarte 和 Sapiro 提出了由给定训练字典来对测量矩阵进行优化，即  
T 2

Fmin || ||Λ Λ Λ− Γ Γ                                (16) 
式中： F|| ||⋅ 表示范数； Λ 是冗余字典 Ψ 的奇异值； =Γ UΦ ，这里 U表示 Ψ 的左特征矩阵。  

虽然该方法不是全局最优，但是与 Elad 的方法相比，信号能获得更好的重构效果且速度获得提高。然而该

方法中使 Gram 矩阵尽可能接近单位阵的计算过程并没有明确的物理意义，事实上，式(14)中测量矩阵的优化问

题可以描述为：  
T T 2

Fmin || ||
m n l×∈

−
R

I
Φ

Ψ Φ ΦΨ                                  (17) 

式中：Il 为维数为 l 的单位阵； m n×R 表示维数为 m n× 的实数矩阵。与式(15)相比，式(16)有更清晰的物理意义，

可进一步被描述为：  

T T 2 2 2
F

1
|| || | | |1 |

l

ij kk
i j k

l g g
≠ =

− = + −∑ ∑I Ψ Φ ΦΨ                         (18) 

式中：右边第 1 项为需优化的与平均互相干性相关的项；右边第 2 项则表示等效原子 { }kA 与单位阵之间的距离，

{ }kA 为等效字典 A 中的第 k 列向量。  
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为了进一步寻求式(16)的最优解，首先考虑式(16)中一种特殊情况：  

T 2
Fmin || ||lX

−I X X                                    (19) 

式中 Ψ=In，该式可被视为求解最优等效字典的问题。令 m l×∈X R ，其中 m<l 且 rank(X)=m，则式(18)的解集为：  
T

opt [ 0]m=X U I V                                   (20) 

式中 U 和 V 均为任意适当维数的正交矩阵，则式(18)最小值为 l–m。若对式(18)中的 Gram 矩阵进行正交化，即  
( , ) 1,G k k k= ∀                                     (21) 

T
opt / [ 0]ml m=X U I V                                (22) 

此时式(18)的最小值为 2( ) /l m m l m− + − 。  

由式(19)可知，当等效字典 A= T[ 0]mIU V ，可使得 T|| ||l F−I A A 达到最小值。一个直观的问题为是否存在(U,V,X)

使得 T[ 0]m =U I V XΨ ，其中 Ψ 为稀疏矩阵或训练冗余字典，则 X 即为最优化的训练矩阵。  

将 Ψ 进行奇异值分解，写为： T0
0 0
d

d d
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

=U V
Λ

Ψ ， 1 2diag( , , ), ,d k Nλ λ λ λ=Λ ， m N≤ ，则可得 X 最优解为： 

T 1
T11

opt
0[ 0]

0 0
d

m d

−⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦

VX U I UΓ                              (23) 

式中 11
N N×∈V R 为任意适当维数的正交矩阵，则明显不同的 11V 可得到不同的最优解 optX 。  

定义
1

T0
0 0
d

d d

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣

=
⎦

V UΓ
Ω ， T

0
0

0 0
m⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

I
W V V ，V 为维数为 l 的正交矩阵，则由式(19)可得 T T

0 =W X XΨ Ψ ，若  

T[ 0]m=X U I V Ω                                    (24) 
结合 Ψ 的奇异值分解做相关乘积，得  

T T T0 0
0 0 0 0
N N

d d
I I⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎣

= =
⎦ ⎦

G X X QV VΨ Ψ                           (25) 

式中 T T0
0 0
m

d d
⎡ ⎤
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⎣ ⎦

I
Q V V V V ，故  

0
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0 0 0 0
N NI I⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= ⇔ = ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

W G Q Q                              (26) 

式(26)表明 11 0
0 0

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

Q
Q ，其中 11

N N×∈Q R ，对 11Q 进行奇异值分解，即 T
11 11 11

0
0 0
m⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎣ ⎦

=Q V
I

V ，所以只要符合下式  

T
11 11

22 22

0 00
0 00 0

m⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

V VI
Q
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                            (27) 

则 0 =W G 。  
若在过程中对 Gram 矩阵进行标准化，则式(22)的最优解为：  

T 1
T11

opt
0/ [ 0]

0 0
d

m dl m
−⎡ ⎤Λ

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

VX U I U                            (28) 

由于矩阵的互相关性存在最小值 { }μ A ，而且为了更好地反应矩阵重构的平均性能，可采用 ETF(Equiangular 
Tight Frame)Gram 矩阵对式 (16)进行优化  

T T
F,

min || ||
t

tHξ∈
−

G
G

Φ
Ψ Φ ΦΨ                                (29) 

式中：Ψ 为给定训练字典；Gt 为目标 Gram 矩阵，它所在的空间为：  
T{ : , ( , ) 1, ,max | ( , ) | }l l

t t t t tk k k i jξ ξ×= ∈ = = ∀H G R G G G G ≤                   (30) 

式中 ξ 为控制空间大小的常数，当 { }ξ μ= A 时，可得到理想的 ETF Gram 矩阵。  
对于给定 Gram 矩阵 G，正交化后得到 G ，则可通过下式得到对应的 ETF Gram 矩阵 Gt：  

( )

( , ), | ( , ) |
( , ) 1,

sgn ( , ) , otherwise
t

i j i j
i j i j

i j

ξ

ξ

⎧
⎪⎪= =⎨
⎪
⎪⎩

G G
G

G

≤

                          (31) 
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由此，基于压缩感知的复数 SAR 图像压缩的算法流程如图 1 所示。在压缩端，首先以各复数像素的值为权

重，计算一组统计正交的随机向量的加权和作为压缩结果。通过 Lloyd-max 算法对采样信号进行量化，经过位平

面编码(Bit-Plane Compression，BPC)算法进行编码，再进行传输和存储。在重构过程中，依次完成 BPC 解码和

反量化算法操作，再使用所提出的算法对测量矩阵进行优化，并依此进行重构，获取 SAR 重构图像。  

Fig.1 Compression algorithm flowchart of complex-valued SAR images based on CS 
图 1 基于压缩感知的 SAR 复数图像压缩算法流程图 

3    实验结果分析 

使用 3 组真实场景复数 SAR 图像进行实验，这些图像来源于 Sandia 实验室。为了更好地评价所提出算法的

性能，也使用其他 3 种优化测量矩阵(包括 Gaussian 矩阵、Hadamard 矩阵、Zelnik-Manor 矩阵 )来对同一复数 SAR
图像进行重建，重建结果依次表示为 CSopt,CSGauss,CShad 和 CSZ-M。图 2 表示 3 组复数 SAR 图像的原始幅值图。图

3、图 4 和图 5 分别表示原始复数 SAR 图像在不同压缩比(Compression Ratio，CR)条件下，基于不同优化矩阵的

重构结果，其中重构算法采用正交匹配追踪法。  

                           (a) a desert scene                       (b) an urban scene                  (c) a detailed local building 
Fig.2 Original complex-valued SAR amplitude images 

图 2 原始复数 SAR 图像的幅值图 

 (a) CSGauss                                         (b) CShad                                         (c) CSZ-M                             (d) CSopt 
Fig.3 Reconstruction results of the first SAR image for different measurement matrices(CR=16) 

图 3 基于不同测量矩阵的复数 SAR 图像 Fig.2(a)的重构结果(CR=16) 

            (a) CSGauss                                         (b) CShad                           (c) CSZ-M                           (d) CSopt 
Fig.4 Reconstruction results of the second SAR image for different measurement matrices(CR=16) 

图 4 基于不同测量矩阵的复数 SAR 图像 Fig.2(b)的重构结果(CR=16) 

SAR images Gaussian correlation Lloyd-max quantilization BPC coding transmission & storage

BPC decoding de-quantilizationmatrix optimizationconstruction algorithmconstructed image 
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(a) CSGauss                                        (b) CShad                             (c) CSZ-M                           (d) CSopt 
Fig.5 Reconstruction results of the third SAR image for different measurement matrices (CR=16) 

图 5 基于不同测量矩阵的复数 SAR 图像 Fig.2(c)的重构结果(CR=16) 

为了更好地评价算法的性能，在 4 种不同压缩比条件下，即 4,8,16 和 32，基于 3 种优化测量矩阵对上述 3
组复数 SAR 图像进行重构，依据重构结果，计算峰值信噪比值(Peak Signal-to-Noise Rate，PSNR)，见表 1，其中

PSNR 的计算如下：  

2
max

2
O C

1 1

10 lg
1 [ ( , ) ( , )]

M N

i j

APSNR
i j i j

MN = =

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥

−⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑∑ I I
                           (32) 

式中： OI 和 CI 分别表示原始 SAR 复数图像和对应重建图像；M 和 N 表示图像的幅度大小；Amax 表示图像幅值的

最大值，在灰度图中，Amax 取值为 255。  

表 1  不同测量矩阵的复数 SAR 图像压缩结果比较(PSNR) 
Table1 Compressive results of complex-valued SAR images using different measurement matrices 

CR=4 CR =8 CR =16 CR =32 measurement 
matrix 1(a) 1(b) 1(c) 1(a) 1(b) 1(c) 1(a) 1(b) 1(c) 1(a) 1(b) 1(c) 

CSGauss 62.560 59.936 62.770 61.033 57.898 57.770 60.030 55.792 56.401 59.347 54.723 55.450 
CShad 62.660 60.131 62.820 61.107 58.004 58.010 60.369 56.076 56.468 59.444 54.737 55.540 
CSZ-M 62.810 60.537 63.050 61.410 58.243 58.340 60.897 56.379 56.614 59.690 54.890 55.870 
CSopt 63.060 60.750 63.210 61.620 58.912 58.780 60.899 56.464 56.830 59.840 55.040 56.010 

由图 3、图 4 和图 5 可知，本文所提出的基于训练字典优化测量矩阵的压缩算法，能够获取最好的压缩效果。

从表 1 可知，与测量矩阵 CShad,CSZ-M 和 CSGauss 3 种方法相比，本文所提出的方法，可以获取最好的 PSNR 值，

这与上述的重构结果也是相对应的。尤其与 CSGauss 方法相比，本文所提算法在部分 PSNR 指标上能提高 0.5 dB
左右，这也证明了本文所提出的测量矩阵优化方法的有效性。  

4  结论 

本文提出了一种新的基于训练字典优化的压缩感知模型，并应用于复数 SAR 图像的压缩。在该模型中，基

于 ETF Gram 矩阵理论，降低优化后测量矩阵的列向量间的互相干性，从而很好地提高重构结果的精确度。通过

基于真实场景的复数 SAR 数据实验，验证了该模型的有效性和鲁棒性。与现有的优化算法相比，所提出算法具

有更好的压缩性能。此外在优化模型中，获取测量矩阵的最小互相干值，往往需要较多次的迭代，使得算法的运

算效率受到影响。因此，研究更高效的优化算法，将是未来工作的一个重点。  
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