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摘  要：为 Logistic 映射的理论分析和保密通信应用提供理论支撑，结合 Logistic 映射系统特

性随参数 µ 变化的关系，以及多尺度熵能够反映混沌系统远离平衡状态程度的特点，提出了一种

运用多尺度熵分析 Logistic 映射非线性动力学特性的方法。从仿真结果得到，多尺度熵能够区分出

Logistic 混沌系统不同状态，并且能够作为量化 Logistic 映射非线性动力学行为的指标。 
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Multiscale entropy analysis of Logistic map  
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Abstract：Considering the characteristic of Logistic chaos system varying with the parameter µ, and 

the feature that the multiscale entropy reflects the degree away from the equilibrium, a new method is 

proposed to estimate the characteristic of Logistic nonlinear system based on multiscale entropy. 

Numerical simulations prove that different states of Logistic chaos system can be distinguished based on 

multiscale entropy, and quantifiable nonlinear dynamical behavior index is obtained. This work provides a 

theoretical basis for understanding Logistic chaos analysis and chaos application of secret communication. 
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混沌现象是不含外加随机因素的完全确定性系统所表现出来的内部随机行为，具有不可预测性和不确定性。

在一定的控制方法和参数范围内，系统会出现周期运动和混沌现象。自 Lorenz 发现混沌吸引子以来，混沌理论

得到了长足的发展。作为形式上比较简单的 Logistic 映射具有极其复杂的动力学行为，20 世纪中期，生态学家

们就已经采用 Logistic 映射差分形式的方程来描述物种的变化。Logistic 映射的研究已经取得了许多成果，并在

人口预测、环境治理、扩频通信 [1]、特别在保密通信等领域得到了广泛的应用。  
近年来，国内外学者对 Logistic 映射进行了广泛深入的研究。郑建炜等人基于概率统计理论详细分 析 了

Logistic 映射多元分类机 [2]，杨林静等人研究了噪声相互关联时间对 Logistic 系统亚稳态稳定性的影响 [3]，颜鹏程

等人研究了 Logistic 映射的均值突变时间序列临界预警研究 [4]。目前，这些研究主要集中在对 Logistic 映射模型

的研究，并多数采用参数估计的方法。处于混沌状态的 Logistic 映射往往表现出许多不确定性的特性，怎样深入

挖掘这些不确定特性中隐含的动力学信息是首要问题。在信息论范畴，熵是对不确定性的最佳量化参数，如何将

熵理论与混沌现象有机结合起来，许多学者做了有价值的探讨。潘欣裕等人基于信息熵理论分析了 Logistic 混沌

系统的熵特性，得出了 Logistic 系统的熵与初值无关的结论 [5]，孙克辉等人讨论了 Logistic 混沌系统不同初值和

系统参数的谱熵复杂性 [6]，徐红梅等人基于相对熵理论研究了 Logistic 混沌系统时间序列不可逆性，得到了一种

新的可量化的非线性动力学行为指标 [7]。  
上述对于 Logistic 映射特性的研究都是基于时间序列和单一尺度的方法探讨特性，本文将在上述研究的基础

上，提出基于多尺度的方法讨论 Logistic 映射的混沌动力学特性，试图从多个角度探寻混沌序列中隐含的动力学  
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特性。研究结果证明，Logistic 混沌系统的多尺度熵由参数 µ 决定，与初值 0x 无关，并且随着参数 µ 增大，Logistic
混沌系统多尺度熵数值增大，多尺度熵变化范围减小，从而证明了本文思路的正确性和可行性。  

1  Logistic 映射和多尺度熵理论 

1.1 Logistic 映射  

经典 Logistic 函数定义为：  

1 ( , ) (1 )n n n nx f μ x μx x+ = = −             (1) 

式中：参数 [0, 4]μ ∈ ； [0,1]nx ∈ 。当 3.57 4μ≤ ≤ 时，Logistic

映射处于混沌状态，当 4μ = 时，Logistic 映射如图 1 所示。C
是抛物线的顶点，xc 是顶点对应的横坐标，xp 是函数 y=x 与抛

物线的交点。  
根据式(1)，可得到如下推导：  
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1
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μ
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令 1k kx x+ = ，得平衡点方程 * * *(1 )x μx x= − ，解得2个不动点 * 0x = 和 * 1 1 / 3 / 4x μ= − = 。根据文献[8]得出Logistic

映射有Li-Yoke意义下的混沌行为。任意给定初值 0x ，代

入式(1)得到离散数值序列 0 1{ , , , , }nx x x 。以初值 0x =0.6

为例，Logistic映射的迭代图如图2所示。  

1.2 多尺度熵理论  

设 1 个离散时间序列为 1 2{ , , , }nX x x x= 共 n 个点，

将这一时间序列进行尺度变换，得到新的序列：                 
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式中 τ 为尺度因子，则进行尺度变换后得到的新的时间序

列的长度为 /n τ 。当尺度因子 1τ = 时，新的时间序列与原

始时间序列是相同的，以下为不同尺度因子时的序列变

化：                
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其中，不同尺度 τ 对应的数值序列统计分布情况如下：原数值序列长度为 n ，尺度为 τ ，新数值序列的长度为

/L N τ= ，每个数值区间内元素的个数为 im (i=1,2,…,N，N 为数值区间的个数)，则每个数值区间内序列个数的概

率为 LmP ii /= ，且有
1

1
N

i
i

P
=

=∑ 。  

多尺度熵计算公式为：  
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Fig.1 Logistic return mapping 
图 1 Logistic 返回映射(µ=4) 
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2  Logistic 混沌系统多尺度熵 

取 Logistic 映射数据长度 300L = ，得到处于不同状态时

的 Logistic 映 射 的 数 值 分 布 如 图 3 所 示 。 图 3(a)为 参 数

3.995μ = 时处于混沌状态的序列，图 3(b)为参数 3.5μ = 时处

于周期分布状态时的序列，图中可以明显看出处于混沌状态

和周期状态时数值序列的差别。  
当参数 (0, 4]μ ∈ 时，所有的 (0,1)x ∈ ，Logistic 混沌系统

分岔图如图 4 所示。从图 4 可以得出，随着参数 μ 增大，混

沌序列取值范围扩大，分布越来越均匀。根据倍周期分岔定

理，Logistic 混沌系统发生倍周期分岔点称为定点，定点对应

失稳边界 ( , ) 1f μ x′ = − 。  

2.1 不同参数 μ 与多尺度熵  

取 Logistic 映射数值序列长度 5 040L = ，当初值 x0=3 时

得到不同参数 µ 和不同尺度 τ 对应的多尺度熵如图 5 所示。

由图 5 可知，可以采用多尺度熵理论分析 Logistic 映射的动

力学特性，而且不同参数 µ 对应 Logistic 映射不同的周期状

态，当取不同尺度 τ 时，对应的多尺度熵值能够明显地区别

出 Logistic 映射所处的状态。当 Logistic 映射处于周期态时，

多尺度熵值只是集中在几点，并且随着周期增大，熵值也有所增加，这与周期态时数值分布序列只是集中在几个

点相吻合；当 Logistic 映射处于混沌状态时，多尺度熵值随着参数 µ 增加而增大，并且随着尺度 τ 增加呈现下降

趋势，这是因为参数 µ 增大时 Logistic 映射所处混沌状态逐渐增强，对应的熵值会增大，对于同一参数 µ，当尺

度增大时，熵值出现了下降趋势，这是因为当尺度增大时，数值序列的均值出现了稳定趋势，所以导致相应的多

尺度熵值下降。  

2.2 不同周期状态对应的多尺度熵  

Logistic映射符号序列数据长度 5 040L = ，尺度 τ 从3取到7，分别计算参数 3.760μ = 和 3.995μ = 时的多尺度

熵变化范围，得到多尺度熵变化区间与不同参数µ的关系如图6所示。  
由图 6 中多尺度熵变化趋势可知：  
1) Logistic 映射处于周期态时多尺度熵的变化范围大，处于混沌状态时多尺度熵变化范围小。这是因为当

Logistic 映射处于周期态时，数值主要集中在几个有限的范围内，根据熵理论的特性可知必然会导致数据多尺度

熵集中在几个点的同时并且变化范围大，当处于混沌状态时，Logistic 映射数值范围具有各态历经的特性，这样

多尺度熵值就会出现下降趋势。  
2) 对比图 6(c)和图 6(d)可知，当 Logistic 映射处于混沌状态时，多尺度熵值变化范围变小，并且随着参数 µ 

parameter µ 

Fig.4 Logistic chaotic system bifurcation diagram
图 4 Logistic 混沌系统分岔图 
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图 5 初值相同时 Logistic 混沌系统多尺度熵 
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的增加，变化范围逐渐变小。当 Logistic 映射处于混沌状态时，数值出现了各态历经的变化，但是参数 µ 增大时，

数值的变化范围会相应增大，根据熵计算方法得出的多尺度熵值变化范围会减小。  

3  结论  

本文提出一种采用多尺度熵理论分析Logistic混沌特性的新方法。结合数学仿真实验，得到Logistic混沌数值

序列的特性：  
1) Logistic映射处于周期态时，多尺度熵集中分布在几个数值点处，并且多尺度熵值随着参数µ的增加而增大； 

2) Logistic 映射处于混沌态时，多尺度熵值呈现连续分布状态，初值 0x 的变化基本没有改变序列的多尺度熵

值变化趋势，并且随着尺度的增大，多尺度熵值呈现下降的趋势；  
3) 取某些特定的参数 µ 时，Logistic 映射多尺度熵值从连续分布状态进入了间断模式后又进入了连续分布状

态，这表明 Logistic 映射出现了切分岔状态，这与周期 3 意味着混沌正好吻合。  
根据多尺度熵理论，将物理学和统计学结合起来，实现了利用统计学理论量化 Logistic 映射离开平衡状态程

度，为 Logistic 映射的理论分析和实际应用提供理论支撑。  
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图 6 不同参数 µ 对应的 Logistic 映射多尺度熵 
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光纤技术、计算机技术的发展，以及新材料、新器件、新工艺的不断涌现，光电探测技术取得了巨大发展。近年来，光电探测技术引起了业内人士的普遍
关注，在军事和民用领域占有越来越重要的地位。 

继前两届新型光电探测技术及其应用研讨会成功召开之后，应广大专家和代表要求，组委会将于2016年11月在西安市继续举办“第三届新型光电探
测技术及其应用研讨会”，深入研讨近年来涌现出的各种新型探测技术，包括微光探测、偏振探测、量子探测、单光子探测技术等。以促进我国新型光电
探测技术及相关产业的可持续、健康发展。诚挚欢迎国内外相关领域的科研人员、教师、研究生等踊跃投稿。 

主办单位：国家自然基金委员会 中国工程院信息与电子工程学部  中国光学工程学会  微光夜视技术重点实验室 
承办单位： 中国光学工程学会  中国宇航学会光电技术专业委员会  红外与微光技术应用产业联盟 
联办单位：北京仿真中心 北京理工大学 长春理工大学 
征文方向：  

 紫外探测技术及应用 
 微光探测技术及应用 
 单光子探测技术及应用 
 红外探测技术及应用 
 太赫兹探测技术及应用 
 激光探测技术及应用 
 可见光探测技术及应用 
 偏振探测技术及应用 
 量子探测技术及应用 
 多光谱/高光谱/超光谱探测技术及应用 
 复合探测技术及应用 
 空间探测技术及应用 
 信号处理与检测 
 其他应用 

论文发表：投稿请登录：http://events.kjtxw.com/tougao/1426493004.html，中英文兼收。 
请作者登录网站提交论文全文，组委会请专家进行审稿。通过审查的稿件被大会录用。择优推荐到正式出版物发表。英文稿件，将被SPIE会议论文集

（EI检索）收录。中文稿件推荐至《红外与激光工程》（EI）、《光学精密工程》（EI）、《强激光与粒子束》、《中国光学》（科技核心期刊）、《太
赫兹科学与电子信息学报》（科技核心期刊）正刊出版。 

投稿截止时间：2016年9月30日    组委会联系方式： 秘书处联系人：刘艳   电子邮箱：liuyan@csoe.org.cn  联系电话：022-58168510 


