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摘  要：在雷达、声呐、深空通信等实际应用中，阵元的失效会造成检测性能下降，虚警率

增加；在目标方位估计中，阵元失效会造成采样协方差矩阵的秩亏问题，使得基于子空间类的传

统目标方位估计方法失效。针对存在阵元失效的均匀线列阵的目标方位估计问题，提出了一种基

于 Khatri-Rao(KR)积处理的阵列自由度恢复方法以及 Toeplitz 矩阵数据重构的高分辨 DOA 估计方

法。首先对有损伤的阵列采样协方差矩阵进行 KR 积处理，将产生的冗余项进行平均处理, 处理后

的阵列模型将重构阵列自由度，并将阵列孔径扩展为之前的 2 倍。该阵列模型等效为一确定噪声

下的单快拍的相干源估计, 采用基于 Toeplitz 矩阵数据重构的方法来去相干，重构协方差，最后采

用 MUSIC 方法进行方位估计。数值仿真表明该方法能有效解决均匀线列阵阵元失效下的自由度损

失问题，提高阵列的目标方位估计性能，而且具有计算量小的优点。 
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High-resolution DOA estimation method based on Khatri-Rao product  

in presence of element failure 

TAN Weijie，FENG Xi’an，ZHANG Yangmei 
(School of Marine Science and Technology，Northwestern Polytechnical University，Xi’an Shaanxi 710072, China) 

Abstract：An array freedom recovery method based on Khatri-Rao(KR) product and a high resolution 

estimation method based on Toeplitz matrix data reconstruction is proposed in order to resolve the array 

element failure of uniform linear array in DOA estimation. Firstly, the damaged sample covariance matrix 

is processed by KR product. The difference co-array conception is used to recover the degrees of freedom 

of array failure and double the array aperture. The processed model is equivalent to a coherent sources 

estimation problem of single snapshot under determined noise. Then, the Toeplitz matrix data 

reconstruction is used for the de-coherence of the sources. Finally, the DOA is estimated by traditional 

MUSIC method. Due to the exploitation of the reconstructed and extended virtual array aperture, the 

proposed method can estimate the DOA effectively in the failure of array element case. Numerical 

simulations demonstrate the effectiveness and low computational complexity of the proposed method. 

Keywords：array element failure；degree of freedom recovery；Toeplitz matrix data reconstruction；

high resolution DOA  

 

阵列信号处理是目标检测、识别与定位中的关键技术，在一般文献中都假定阵元是完好的。然而，在实际应

用中，由于恶劣的自然环境、人为干扰以及阵元老化、阵元的物理损坏等因素的影响，阵元失效问题不可避免。

尤其在水下条件，环境更加复杂与恶劣，基阵阵元损坏的概率更大，阵元失效会破坏均匀线列阵的几何对称性和

均匀性，使阵列输出信号产生失真，阵列响应发生锐变，严重情况下甚至导致子阵失效。在这些维修复杂、实时

性要求高或是开销昂贵的特殊场合中，如何在阵元失效情况下恢复阵列的性能是需要深入研究的问题。  
针对阵元失效问题，广大学者分别从阵元失效对于阵列性能的影响，阵元失效所带来的旁瓣级升高问题，以

及失效阵元的有效恢复等问题展开了广泛的研究。针对阵元失效对于阵列性能的影响，研究者分别分析了均匀  
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线阵 [1-2]、均匀圆阵 [3]、矩形面阵 [4]中失效阵元位置不同时对于阵列方向图以及阵列性能的影响。但并没有给出阵

元失效情况下的阵元恢复的信号处理方法。针对阵元失效引起的波束形成的旁瓣级升高问题，文献[5-6]通过对

失效阵元的输出进行预测、权重优化的方法来抑制旁瓣级，提高基阵指向性。针对失效阵元的有效恢复问题，文

献[7-8]分别通过阵列数据重组、线性预测重构的方法来重构失效阵元的信号。徐朝阳等利用相邻阵元间信号具

有固定相移的特点，通过合成的方法来恢复失效阵元的输出，抑制旁瓣增长 [9]。在阵元失效情况下如何有效恢复

阵列信号，进行高分辨的方位估计 [10]、成像已成为阵列信号处理中的重要研究内容。Yerriswamy 等 [11]在阵元数

据缺损满足空时随机分布的前提下，提出通过低秩矩阵填充的方法来恢复阵列在空时上的缺损数据，然后在数据

域直接采用矩阵束的方法进行目标方位估计。在实际中，假设的空时数据缺损的随机分布条件往往不能同时满足，

阵元损坏会导致空间某一位置无法接收到任何数据，从而使得该方法失效。杨东等[12]考虑了空间采样中某一阵列

完全损坏或者未采样情况下的问题，提出利用等距线阵数据间的等比特性，通过将某一时间采样上的数据重排，

使得数据满足随机分布条件，进而将问题等效为一低秩矩阵填充问题。该方法虽然解决了某一阵元损坏或者降采

样时的空时数据非随机分布，但存在 2 个重要缺陷，首先，数据重排后的矩阵填充是个降维处理，又要保证低秩

条件，极大地降低了阵列的自由度。另外，逐个快拍进行数据填充所需的计算量非常大，在实际应用中不太现实。 
本文针对均匀线列阵为阵元失效条件下的数据恢复问题，在假设阵元损伤为随机分布，阵元失效个数不超过

一半的情况下，提出一种基于 KR 积处理的阵列自由度恢复方法以及 Toeplitz 矩阵数据重构的 DOA 估计方法。

该方法通过差合作阵虚拟的方式一定程度上恢复出损伤阵元的自由度，进而采用 Toeplitz 矩阵数据重构来解决

KR 积处理后的解相干问题，而后采用传统的 MUSIC 方法进行目标的方位估计。数值仿真表明了该方法的有效

性和实用性。  

1  均匀线列阵模型 

考虑 L 个阵元的均匀线性阵列，假设有 K 个非相关窄带目标信号分别从远场 1 2, , , Kϕ ϕ ϕ 方位照射到阵列。不

同时间快拍表示为 ( )ks t ， 1,2, ,t T= L ， 1,2, ,k K= L 。那么该阵列接收的信号矢量可以表示为：  

( )
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K
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k

t s t n t t n tϕ
=
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Lα 为 kϕ 对应的导向矢量， id 表示阵元位置， ( 1)id d i= − ， 1, 2, ,i L= L 。

对 kϕ 进行归一化，令 [ )( / )sin( ) 1 2,1 2k kdϕ λ ϕ= ∈ − , ( )
Tj2 j2π( 1) 11,e , ,ek kL L

k Cϕ ϕϕ π − ×⎡ ⎤= ∈⎣ ⎦Lα ,其中λ表示来波信号波长；

( ) ( ) ( ), , , Kα ϕ α ϕ α ϕ= ⎡ ⎤⎣ ⎦L1 2A 为阵列流型；假定 ( )ks t 服从方差为 2
kσ 的独立高斯分布，表示为 1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]kt s t s t s t=s ；

噪声 n(t)为服从复高斯分布 2(0, )nNC σ 的独立同分布随机变量，均值为 0，方差为 2
nσ 。那么信号 x(t)的协方差矩阵

可以表示为：  
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式中： H 2 2 2
1 2[ ( ) ( )] ([ , , , ]) K K

ss KE t t diag Rσ σ σ ×= = ∈R s s 为信源协方差矩阵； 2
kσ 为第 k 个信源的功率；I 表示单位矩阵。 
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实际中，协方差矩阵是未知的，只有在采样时间无限长的情况下才能够精确地估计。一般协方差矩阵可以通

过如下的采样协方差矩阵来获得：  
T

H

1

1ˆ ( ) ( )xx
t

t t
T =

= ∑R x x                                    (4) 

两边减去噪声协方差矩阵，可以得到  
2 Hˆ

xx n ssσ− = +R I AR A E                                   (5) 
E 的第(p,q)位置的元素为：  
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2  基于差合作阵的阵列恢复的方法 

2.1 基于 Khatri-Rao 积的差合作阵的 DOA 估计方法 

在不考虑测量噪声的情况下，通过向量化协方差矩阵 Rxx，可以构建合作阵的接收信号矢量 [13-14]，得到以下

的测量向量：  
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式中： * H H[ ( ) ( ), , ( ) ( )]K Kϕ ϕ ϕ ϕ= ⊗ ⊗L1 1⊙A A a a a a ； 2 2 2 T
1 2[ , , , ]kσ σ σ=p ； T T T T

1 2[ , , , ]n N= e e e1 ， ie 表示除了第 i 项为 1，

其余项全为 0 的向量； 表示 KR 积； ⊗ 表示 Kronecker 积； *( )⋅ 表示共轭算子； H( )⋅ 表示共轭转置。比较式(7)

和式(1)，z 相当于阵列流型为 *A A 的单快拍接收信号，噪声为一确定性矢量 2
nσ 1 。  

与 均 匀 线 列 阵 的 阵 列 流 型 A 相 比 ， *A A 是 通 过 差 分 阵 元 形 成 的 一 个 大 的 虚 拟 阵 列 ， 其 阵 元 位 于 集 合

{ }, ,i jD d d i j L= − 1≤ ≤ (dn 表示阵元的位置)。由于阵元位置的差产生出虚拟阵元，并且这些虚拟阵元可能包含了

由于阵元失效的失效阵元的位置，那么失效阵元的恢复成为可能。  
考虑测量噪声，KR 处理后，经过向量化式(5)得到模型为：  

* 2ˆ( )xx nvec  σ η⎡ ⎤= = + +⎣ ⎦ 1z R A A p                            (8) 

式中 ( )vec Eη = 。对于损伤的均匀线阵而言，该虚拟阵列有可能是不连续的，以 0 为中心找出其中的连续虚拟阵

元，将式(8)中的重复行加权平均，按照连续延迟进行重排，可以得到  
2σ= ⋅ + +% % %%z B p eω                                    (9) 

重排η 后得到矢量 %e， %e只有 1 个元素对应地来自 E 的对角元素， %ω 是中心位置的元素数据为 1，其余均为

0 的一个向量。将接收噪声和测量噪声统一记为 e，则式(9)可以写为：  
e= ⋅ +%%z B p                                      (10) 

该模型为一单快拍相干模型，要进行方位估计必须进行解相干处理，该数据 %z为一关于中心互为共轭的单快

拍数矢量。  

因为 %z为 Hermitian 对称，即 [ ] [ ]1 2 1L
∗

+
=% %z z ，因此可以采用如下的数据重构的方式形成 1 个 Teoplitz 矩阵：  
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式中： ( )1 2L = +%z ， %z 表示 %z中元素的个数。目标的方位估计可以通过该矩阵直接计算得到。  

2.2 阵元失效情况下的差合作阵恢复分析  

一般情况下，阵元失效是指已损坏阵元的输出信号为 0，或是不规则的噪声，或是出现 1 个较大的直流偏差

等。本文中的阵元失效是指阵元完全故障，接收不到任何幅度和相位的信息，也就是说失效阵元没有可以利用的

任何信息。若是第 i 个阵元失效，那么导向矢量 ( )ϕα 中的
πj sin( )

e i kd ϕ
λ
2

将被 0 所替代，表示为 ( )e ϕα 。在损伤阵列数

据进行差合作阵处理以后，这时等价的阵元位置将为：  

{ } { }impair m n kD d d d= − =% % %                                   (12) 

式 中 ： md% , nd% 分 别 为 损 伤 阵 列 中 阵 元 的 位 置 ； impairD 为 差 合 作 处 理 后 的 虚 拟 阵 元 的 位 置 。 , 1,2, ,m n L∀ = L ；

1, 2, ,0, , 1k M M M∀ =− + − + −L L 。由差合作阵处理，损伤的阵列流型可以表示为式(13)[15]：  
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* H H
impair impair e e e e[ ( ( ) ( )), , ( ( ) ( ))]L Lvec vecϕ ϕ ϕ ϕ= L1 1⊙A A a a a a                       (13) 

式中： impairA 表示没有失效阵元的损伤阵列流型矩阵(实际上失效阵元位置处被 0 所替代)。  

差合作处理有如下特点：  
1) 当 , , 1,2, ,m nd d m n M= ∀ =% % L 时， k m nd d d= − =% % % %0 ；  

2) 当 m n≠ ， kd% 在 impairD 重复多次，即产生冗余；  

3) 进行差合作阵处理以后，通过 KR 积处理得到的虚拟阵元，损坏阵元对应的位置可能被重新获取，相应

的阵元失效的影响会被消除。  
值得注意的是集合 impairD 可以允许重复的虚拟阵元包含第 i 个失效阵元的位置。令 impairH 表示 impairD 中可以区

分的位置的集合，并进行排序，那么第 j 个元素 impair j
H⎡ ⎤⎣ ⎦ 对应的虚拟阵元在 ( )M j d− + 。这里做如下假定：失效

阵元损伤时随机分布的损伤个数不超过 ( 2) / 2L − 。  
通过差合作阵处理，采用协方差向量化方法获取的虚拟阵元对应了失效阵元，这样解决了阵元失效的影响。

所以代替使用传统损伤阵元的数据模型(1)，而利用差合作阵处理后的阵列模型(10)，这样做可以消除失效阵元的

影响，使用信号功率来代替信号幅度进行 DOA 估计。该模型等效为一个单快拍的相干源估计问题，若采用平滑

技术来进行去相干处理，复杂度较高，本文提出采用基于 Toeplitz 矩阵数据重构的方法去相干来进行 DOA 估计。 

2.3 算法流程 

假定：损伤阵元位置随机分布，损伤个数不超过阵元个数的一半。  
步骤 1：采集阵元数据采集 ( )ix t ；  
步骤 2：判断阵元数据长度是否等于阵元个数 L。  
If equal 

采用传统的子空间类方法进行 DOA 估计。  
end 

else 
根据 ( )ix t 通道数据找出阵元损伤的位置集合，形成差集合，找出连续的差集合。  
对数据 ( )x t 求采样协方差矩阵，将该矩阵向量化。  
从 z 中找出对应的差集合元素对应的值，去冗余，加权平均，排序得到新的向量 %z。  
基于 Teoplitz 矩阵进行数据重构得到 %R。  
采用 MUSIC 算法进行方位估计。  

end 
程序结束  

3  仿真与分析 

本节对基于 KR 积阵列自由度恢复方法以及 Toeplitz 矩阵数据重构的高分辨估计方法进行仿真分析，以验证

算法的有效性。  
实验 1：差合作阵的虚拟阵元分析  
在下面所有仿真中均匀线阵阵元个数均为 10 个，且假定阵元损伤数目不超过阵元数目的一半。验证在损伤

阵元位置随机出现时，利用 KR 积处理后的差合作阵恢复损伤阵元的可能性。损伤阵元位置随机出现，损伤阵元

不 出 现 在 阵 元 两 端 ， 这 种 情 况 下 差 合 作 阵 可 以 完 全 恢 复 出 完 好 阵 元 时 的 虚 拟 位 置 ， 阵 列 自 由 度 从 M 提 高 到

2(M-1)，虚拟阵元如图 1(a)所示  。若损伤阵元有 1 个出现在阵列的一端，虚拟阵元如图 1(b)所示。在阵元损伤

随机出现的情况下，通过 KR 积处理后产生的差合作虚拟阵能够很好地恢复阵列的自由度。文献[11]是在假设空

时数据随机分布的情况下，通过矩阵填充的方式达到恢复阵列的分辨性能，这种假设一般情况下是不能够完全成

立的。另外文献[12]是通过逐个时间点接收信号降维处理来恢复阵元缺损，是以降低阵列自由度为前提的，因此

与该方法相比，在实现上有很大区别，是在整个观测时间内固定选择部分采样阵元，降维处理成 1 个随机分布的

矩阵，在逐个时间快拍上通过矩阵填充来恢复数据，一方面该方法会降低自由度，另一方面逐个时间的矩阵填充

计算量也会很大。  
实验 2：阵元失效下的 DOA 估计性能分析  
实验条件：假定阵列为均匀线列阵，阵元个数为 10 个，阵元间隔为半波长，目标为远场非相干窄带目标，   
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目标个数为 7 个。噪声为均值为 0，方差为 1 的高斯白噪声，输入信噪比为 10 dB。假设有 2 个等功率的独立非

相干信号同时入射到 10 元均匀线列阵中，阵元间距为半波长。  

1) 最小分辨性能比较  
其中阵列中有 4 个阵元以随机分布的形式损坏，出现在均匀线列阵中。将目标角度间隔固定为 4°，信噪比

固定为 10 dB，快拍数为 100 次，采用平滑 MUSIC 和 Teoplitz 数据重构方法分别对[-90°,90°]空域中以 1°为间隔

进行扫描，验证该方法的测向精确度以及最小分辨性能，如图 2 所示。在随机出现 4 个阵元损伤的情况下，采用

平滑 MUSIC 和 Teoplitz 数据重构方法的 DOA 估计方法，均能正确估计出目标的方位，而使用之前的线阵，MUSIC
方法已经无法正确估计出目标的方位。  

2) 测向偏差与角度分隔的关系  
当目标角度间隔从 3°~12°变化时，进行 200 次蒙特卡洛实验，分析 2 个目标的平均测向偏差，如图 3 所示。

当两信号间隔逐渐增大时，基于 Teoplitz 数据重构方法的 DOA 估计方法的测向偏差逐渐减小，角度间隔大于 9°
时测向偏差近似为零，表明该方法是一种无偏的测向方法。  

3) 最小均方误差的比较  
固定 2 个等功率的信号的角度间隔为 5°，快拍数为 200 次，其中 4 个阵元随机失效，当信噪比为-10 dB 到

20 dB 变化时，进行 200 次蒙特卡洛实验，采用平滑 MUSIC(记为 KR-SS-MUSIC)和 KR-Toeplitz-MUSIC 来仿真

平均测向均方根误差。定义均方根误差(RMSE)为：  

2( )
M K

m m
k k

m k

RMSE
KM

θ θ
= =

= −∑∑
)

1 1

1                                  (14) 

式中：M 为给定场景下的蒙特卡洛仿真次数；K 为入射信号个数； m
kθ
)

和 m
kθ 分别为第 m 次试验中第 k 个信号方向

的真实值和估计值。  
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Fig.2 Resolution performance comparison 
图 2 最小分辨性能比较 
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Fig.3 Bias versus angle separation 
图 3 测向偏差随信号角度间隔的变化曲线 
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图 1 差合作阵虚拟阵元位置频数 
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由图 4 可知，2 种方法在信噪比大于 5 dB，均方根误差均约为 1°，随着信噪比的增加，均方根误差也越来

越小。但是 KR-Toeplitz-MUSIC 的计算复杂度要小于 KR-SS-MUSIC。  
角度间隔固定为 4°，信噪比固定为 5 dB，快拍数从 50 到 500 改变，200 次实验平均测向均方根误差。由图

5 可知，在快拍数为 150 次时，平均测向均方根误差为不到 1°。这里没有与传统 MUSIC 比较，因为阵元损伤情

况下，平均测向均方根误差很大，基于平滑处理和基于 Toeplitz 矩阵数据重构的方法能够在理论上具有相同性能，

主要是因为在选择连续虚拟阵元的过程中，才用到平均加权处理，仿真也验证了该结果。  

4  结论  

失效阵列恢复是阵列信号处理中重要的研究内容。针对均匀线列阵中的阵元失效问题，提出基于 Khatri-Rao
积处理的阵列自由度恢复方法，即协方差矢量化技术构建合作阵的接收信号矢量，来达到恢复损伤阵列自由度的

目的。利用了差合作阵的概念提高了损伤阵列的自由度，分别采用了平滑技术和 Toeplitz 矩阵数据重构来对等效

的相干数据模型进行处理。相比而言，采用 Toeplitz 矩阵数据重构去相干处理计算量低。但是，这 2 种方法都没

有充分利用到 KR 积处理后的阵列自由度，如何进一步利用合作阵处理带来的自由度是下一步需要研究的内容，

另外阵元损伤的非随机性，也会降低该方法的性能，需要进一步研究和分析。  
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