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摘  要：为了通过一组线性测量值重建原始信号，并以低于奈奎斯特采样频率的速率采样，

开展本研究。对于线性调频信号，分数阶傅里叶变换是在线性调频信号基上稀疏分解信号，因此

采用离散分数阶傅里叶变换的变换矩阵构造正交基字典矩阵，通过调整调制参数(调制法)寻找最佳

稀疏基，可以较好地稀疏表示线性调频信号。同理，采用调制法寻找正切形非线性调频信号的最

佳稀疏基，对其进行稀疏表示与重构的压缩感知研究。仿真结果表明：该方法能够找到最佳稀疏

基，实现正切形非线性调频信号的稀疏表示与信号重构，信号波形恢复效果较好。 
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compressed sensing 
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Abstract：The study is intended to reconstruct the original signal through a linear measurement, and 

sampling at a speed lower than the Nyquist sampling frequency. Fractional Fourier Transform(FrFT) is 

applied to sparse represent signal on the Linear Frequency Modulation(LFM) basis to the LFM signal，so 

Ψ is substituted to the transforming matrix of Digital Fractional Fourier Transform(DFrFT)，and the 

optimal sparse basis is gained by modulation method, then the sparse representation and reconstruction of 

signal is researched. Similarly, modulation method is utilized to find the optimal sparse basis of 

tangent-shape Nonlinear Frequency Modulation(NLFM) signals and complete the compressive sensing 

research of sparse representation and reconstruction. Simulation results show that the optimal sparse basis 

can be found with this method; and the sparse representation and reconstruction of tangent-shape NLFM 

signals can be accomplished with good recovery results. 

Keywords：modulation method；tangential nonlinear frequency modulation；compressed sensing；

sparse representation；reconstruction 

压缩感知又称为压缩传感，它是一种利用可稀疏的或可压缩的信号进行稀疏分解、信号重构的技术 [1]，即将

原始可压缩信号稀疏分解为稀疏信号，在获取编码测量信号的同时对信号进行适当压缩，相当于在信号获取的过

程中寻找最少的稀疏系数来表述信号，得到稀疏信号，再对稀疏信号进行欠采样处理 [2]，从而降低 A/D 器件与数

字信号处理器件(Digital Signal Processor，DSP)的待处理数据量，并能在需要时用适当的重构算法从稀疏信号中

重构恢复出原始信号。因此，压缩感知技术可用于宽带甚至超宽带信号的欠采样处理。  
在典型的压缩采样模型当中，正交基字典矩阵 Ψ 的构建，是能否对接收信号进行稀疏化表达的关键 [3]。对于

线性调频信号(LFM)，由于分数阶傅里叶变换(FrFT)是在 LFM 基上稀疏分解信号的 [4]，因此用离散分数阶傅里叶

变换(DFrFT)的变换矩阵来代替 Ψ，可以很好地稀疏化表示 LFM 信号 [5]。本文将采用类似的方式来为非线性调频

(NLFM)构造基字典，对于非线性调频信号而言，用调制法产生的一组稀疏基是一组非常有效的正交矩阵，可以

很好恢复出原始信号。本文主要开展采用调制法来构造正切形 NLFM 的稀疏字典，采用调整调频参数进行正切  
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形 NLFM 信号的最佳稀疏基选取与压缩感知研究。 

1  正切形非线性调频信号 

与 LFM 波形相比，NLFM 波形具有一些明显优点。因为可通过调频方式的设计，使其产生所希望的具有所

需时间副瓣电平的频谱形状，所以 NLFM 波形不需频域加权来抑制时间副瓣。通过在脉冲两端增大频率调制变

化的速率，在中心附近减小频率调制变化的速率，就可以锥削波形频谱，使得匹配滤波器响应的时间副瓣减小，

这样就避免了与频域加权(如对 LFM 波形)有关的信噪比损失 [6]。  
如果采用对称的频率调制和时域幅度加权来降低频率副瓣，则 NLFM 波形可得到图钉状的模糊函数。一般

对称波形的频率具有以下特点：在脉冲的前半部分，频率随时间递增(或递减)；在脉冲的后半部分，频率随时间

递减(或递增)。用对称波形的一半可形成非对称波形。但是非对称波形保留了 LFM 波形的一部分距离多普勒耦

合 [7]。NLFM 信号有多种类型，本文主要讨论基于正切的 NLFM 信号。  
正切形 NLFM 信号具有主副瓣比大、主瓣宽度窄等优点，是 NLFM 的理想选择，在 NLFM 范围应用较多，

一个基于正切的频率调制-时间函数由下式给出：  

2
2tan

( ) tan
B βt
β T

f t =                                   (1)

 

式中：B 为信号带宽；T 为脉冲宽度；β 定义为：  

arctanβ α= , 0 α ∞<≤                                 (2)

 

式中 α 为时间副瓣电平控制因子。  

当 α 为 0 时，基于正切的 NLFM 波形简化为一个线性调频波形。然而，因为压缩后脉冲倾向于产生畸变，

所以 α 不能取任意大，本文将其取值限定在 5 以内。Collins 和 Atkins 讨论了基于正切的 NLFM 的一种扩展形式，

其频率调制函数是基于正切的项和线性频率调制项的一个加权和。  
根据频率与相位之间的关系，可以得到非线性调频信号的瞬时相位表达式：  

  2 π 2
( ) 2π ( )d 2π tan d ln cos

2 tan 2 tan

t t B βt BT βt
t f t t t

β T β β T
ϕ

−∞ −∞
= = = −

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦∫ ∫              (3) 

信号的波形及其时频关系如图 1~3 所示。  

2  基于调制法的 NLFM 信号稀疏字典构造原理  

定义在 t 域的函数 ( )x t 的 p 阶分数阶傅里叶变换是一个线性积分运算 [8] 

                                     ( ) ( ) ( ), dp pX u K u t x t t
+∞

−∞
= ⋅∫ %                             (4) 
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Fig.1 Tangent-based NLFM signal in time domain
图 1 基于正切的 NLFM 信号时域波形 
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Fig.2 FM diagram of tangent-based NLFM signal 

图 2 基于正切的 NLFM 信号频率调制图 
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式中 ( ) ( )2 2, exp jπ cot 2 csc cotpK u t A u α ut α t αα= − +⎡ ⎤⎣ ⎦
% ，

为 分 数 阶 傅 里 叶 变 换 的 核 函 数 ， 1 j cotαA α= − , 

π / 2α p= , 2p n≠ , n 是整数。  

当 4p n= ， 2α n= π 时 ， ( ) ( ),pK u t u tδ= − ； 当

4 2p n= ± ， ( )2 1 πα n= ± 时， ( ) ( ),pK u t u tδ= +% 。  

经变量代换 / 2πu u= 和 / 2πt t= ，式 (4)可以进

一步表示为：  
 
 
 

( ) ( ){ }( ) ( ) ( )

( )
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                 (5) 

典型的压缩采样模型中 Ψ 是正交基字典矩阵，是能否对接收信号进行稀疏化表达的关键 [9]，由于 FrFT 是在

LFM 基上分解信号的，因此用 DFrFT 的变换矩阵来代替 Ψ，则应该可以很好地稀疏表示 LFM 信号。  

设有接收信号向量 ( )nx ，其 DFT 变换向量为 ( )nX ，满足：  

( ) ( )n x n= ⎡ ⎤⎣ ⎦X F                                    (6) 

式(6)是用 DFT 算子符号来表达 DFT 变换的。在本文中，用矩阵 F 来表达这一变换，如式(7)：  
=X Fx                                        (7) 

式中 F 代表变化矩阵。同理，可以用矩阵与向量相乘的方式来表达 DFrFT，即：  

r ( , )=X F p u x                                     (8) 

式中参数 p , u 已在式(4)中被定义。由于 DFT 是 DFrFT 在 p =1 时的特例，因此有：  

r 1p=
=F F                                      (9) 

可见，不同的 p 值将对应不同的变换矩阵，因此可将 r 1=p
F

记作 r ( )F p 。而 r ( )F p 中的每一行代表一个 LFM 向量，而这些

向量的 p 值相同，但 u 值不同。图 4 给出了 p , u 不同取值时

r ( )F p 行向量的时频特性曲线。观察该图，可以发现 p 决定了

行向量的调频斜率，而 u 决定了行向量的频率偏移。也就是说，

r ( )F p 中的每一行拥有相同的调频斜率 (由 p 决定 )，但频率偏

移(由 u 决定)不同。因此，对于任意一个 LFM 向量，总能通过

改变 p 来找到一个行向量与之对应，从而实现该 LFM 向量的

稀疏表示。  
而对于 NLFM 信号，也将采用类似的方式来为非线性调频

构造基字典。 
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Fig.3 Time-frequency simulation of tangent-based NLFM signal  
(The bandwidth is half of the sampling rate.) 

图 3 基于正切的 NLFM 信号时频仿真图信号带宽为采样率一半

t/(10-4s) 
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图 4 当 p,u 取不同值时， r ( )F p 中行向量的时频曲线
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设有 NLFM 信号的基字典 F ，该字典

调频样式由参数向量 p 决定。以基于正切的

NLFM 信号为对象，对于基于正切的 NLFM
信号而言， p =φ(B,α)，其中 B 为带宽，α 为

时间副瓣电平控制因子，当 B 或 α确定之后，

基字典 F 也就被确定了。设正切形 NLFM
信号为对称调频分布，则 F 的第 n 行向量为

调制频率，为(n–1)Fs/N，如图 5、图 6 所示。 

3  基于调制法构造稀疏字典的正切  
形 NLFM 信号压缩感知仿真 

3.1 稀疏向量 θ 的稀疏性分析与 NLFM 信号  

重构实验一仿真分析 

设有 NLFM 信号向量 x，在 ( )F p 变换基

条件下，满足：  
( ) =F p θ x                  (10) 

则 向 量 θ 就 是 x 的 稀 疏 表 达 。 由 于 ( )F p 为 非 奇 异 ， 因 此
1( ) ( ) =F p F p I- ，有稀疏系数向量：  

1 1( ) ( ) ( )= =θ F p F p θ F p x- -           (11) 
通过前述内容可知， B 或 α 变化， p 就变化，当 B 或 α 确定

之后，调制参量 p 就确定了，正切形 NLFM 信号的基字典 F 也

就被确定了，可以利用式(11)来考察正切形 NLFM 信号稀疏向量

θ 的稀疏性。  
  假设基于正切的 NLFM 信号带宽已知，而 a 不知。令测试

信号长度 N=512,α =2.5，得到变换矩阵 (2.5)F ，取出其中的第 1

行记作 0x 。通过式(11)求解 θ ，对于接收信号 x 而言，侦察机往

往不知道 α ，因此不知道当 α 取何值时 θ 的零范数最小，即
0

θ

最小。为解决这一问题，分别将 α =0.5,1.0,1.5,…,5.0 代入到式(11)当中。  
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Fig.6 Real part image of the basic matrix F of the  
tangent-based NLFM signal 

图 6 基于正切 NLFM 信号基矩阵 F 的实部图像 
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Fig.5 Time-frequency diagrams of the Fth row vectors of the basic  
matrix for the tangent-based NLFM signal 

 图 5 基于正切 NLFM 信号基矩阵 F 行向量的时频图 
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从图 7 可知，当 a =2.5 时，
0

θ 最小，这与 x 取值一致，最佳稀疏系数确定后开始重构仿真实验。实验中，

恢复算法采用 OMP，当 K=32 时，估计波形与原始波形的比较参见图 8。观察该图，可以发现 a =2.5 时，估计波

形 x 与原始波形 x 基本一致，表明能够恢复出原始信号 x。  

3.2 稀疏向量 θ 的稀疏性分析与 NLFM 信号重构实验二仿真分析  

假设基于正切的 NLFM 信号带宽已知，而 α 不知。令测试信号长度 N=512, a =2.7，得到变换矩阵 (2.7)F ，  

取出其中的第 1 行记作 0x 。通过式(11)求解 θ ，同样，对于接收信号 x 而言，侦察机往往不知道α ，因此不知道  

Fig.8 x and x when a=0.5,1.0,1.5,…,4.5 
图 8 假设 a=0.5,1.0,1.5,…,4.5 时的 x 与 x 
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Fig.7 θ for a=0.5,1.0,1.5,…,4.5 

图 7 假设 a=0.5,1.0,1.5,…,4.5 时的 θ  
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当 a 取何值时

0
θ 最小，分别将 α =0.5,1.0,1.5,…,5.0 代入到式(11)当中。  

观察图 9，可以发现：当 α =2.5 或 3.0 时，
0

θ 最小，这是因为 x 对应 a 为 2.7，介于 2.5 与 3.0 之间。在实

际情况下，x 对应的 a 值为任意值，不可能恰好等于 0.5,1.0,1.5,…,5.0 等值，因此很难得到实验 1 中的结果，需

要对 a 取值进行进一步的重构分析。  
假设 a =2.6,2.7,2.8,2.9 时重构的 %x 与原始信号 x 进行波形比较，可以看出在 a =2.7 时估计波形接近原始波形，

从图 10 可知，当 a =2.6,2.7,2.8,2.9 时重构恢复波形最接近原始波形，这时 a 对应的值与原始信号 x 的取值 a 一致，

因此，可以通过 a 取值逐步逼近的方法来判断
0

θ 何时最小，从而确定最佳波形匹配的稀疏基，然后采用 OMP

算法重构恢复出原始信号波形。  

4  结论  

为了实现对正切形 NLFM 雷达信号的欠采样快速处理，采用调制法对宽带 NLFM 信号进行稀疏字典构造与  
压缩感知研究。本文首先开展了 NLFM 信号的波形及其时频关系分析，然后阐述了基于调制法的 NLFM 信号稀

疏字典构造原理。通过基于调制法构造稀疏字典的正切形 NLFM 信号压缩感知仿真分析可知，对于任意一个

NLFM 向量，通过改变调频参数 B 或 α 来改变 p ，采用调制法在 DFrF 矩阵中总能找到一个最佳行向量(稀疏基) θ
与之对应，从而实现正切形 NLFM 信号的最佳稀疏表示。最后通过满足有限等距性质的高斯随机矩阵对稀疏表

示后的正切形 NLFM 信号进行编码测量和 OMP 算法重构仿真，能够恢复出最佳原始信号波形。  
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Fig.9 θ for a=0.5,1.0,1.5,…,4.5 
图 9 假设 a=0.5,1.0,1.5,…,4.5 时的 θ 
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Fig.10 x and x when a=2.6,2.7,2.8,2.9
图 10 假设 a=2.6,2.7,2.8,2.9 时的 x 与 x
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