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摘  要：针对冲击噪声下因接收信号二阶及以上矩不存在而产生性能恶化的问题，提出一种

基于QR分解和鲁棒性主成分分析法 (QR-RPCA)的双基地多输入多输出(MIMO)雷达参数估计方法。

针对RPCA算法适用于实数矩阵处理的情况，先将复数信号转化为实数；然后根据冲击噪声的稀疏

特点与目标信号矩阵的低秩特点，利用QR-RPCA算法将低秩信号矩阵从受冲击噪声污染的接收信

号中提取出来，并直接得到信号子空间，该算法避免了传统RPCA算法中的大规模奇异值分解，时

间复杂度有所降低；最后根据信号子空间并利用旋转不变信号参数估计技术(ESPRIT)对目标方位进

行估计。理论与仿真表明，本文算法相较于其他消除冲击噪声的算法，对于低特征指数的冲击噪

声具有更好的估计性能。  
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Parameters estimation based on QR-RPCA for bi-static MIMO radar 
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Abstract：In view of the performance degradation in impulsive noise environment due to the non- 

existence of the second-order moment, an estimation algorithm based on orthogonal trigonometric(QR)- 
Robust Principal Component Analysis(QR-RPCA) in bi-static ultiple-Input-Multiple-Output(MIMO) radar 

is proposed. At first, the complex received signal is converted into real-value for the RPCA algorithm. 

After that, according to the sparsity of impulsive noise and the low rank of signal matrix, the QR-RPCA 

algorithm is utilized to extract the low-rank signal matrix from the received signal polluted by impulsive 

noise and acquire the signal subspace directly. The QR-RPCA algorithm averts solving large-scale 

Singular Value Decomposition(SVD) and reduces the complexity relative to other traditional algorithms. 

Finally, Estimating Signal Parameters via Rotational Invariance Techniques(ESPRIT) are adopted to 

obtain the target locations. The theory and the simulation show that the proposed method has better 

estimation performance than the traditional ones in impulsive noise elimination while the characteristic 

index of impulsive noise is low. 

Keywords：bi-static Multiple-Input-Multiple-Output(MIMO) radar；parameters estimation；impulsive 

noise；QR-Robust Principal Component Analysis；low-rank matrix recovery 

 

多输入多输出 (MIMO)雷达以其相较于传统相控阵雷达而言更高的自由度 (Degrees-Of-Freedom，DOFs)，正

受到人们的热切关注 [1-3]。MIMO 雷达主要分为分布式 MIMO 雷达 [2]与集中式 MIMO 雷达 [3]，集中式 MIMO 雷达

又可分为单基地 MIMO 雷达 [4]与双基地 MIMO 雷达 [5]。本文主要针对双基地 MIMO 雷达展开。  
近几年来，研究者从参数估计的精确度、稳健性及复杂度等方面对 MIMO 雷达进行了大量研究。这些方法

通常以高斯随机噪声为背景，以冲击噪声为背景的研究并不多。实际上，雷达通常都是在冲击噪声环境下工作的，

这类冲击噪声具有代数拖尾性质且适合用对称 α 稳定(Symmetric alpha Stable，SαS)分布来表示。由于这类分布不  
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存在二阶及以上矩的特性 [6]，因此，传统的参数估计方法中利用信号二阶或高阶矩等方法将无法得出理想结果。

文献[7-9]等利用基于分数低阶矩(Fractional Lower Order Moment，FLOM)的方法抑制冲击噪声，该方法需要将冲

击噪声的特征指数作为先验信息来确定低阶矩阶数；文献[10-12]等主要通过对接收数据进行归一化预处理来保

证信号二阶矩满足有界条件，再利用传统方法中基于二阶矩的算法进行参数估计。然而，上述方法在冲击噪声代

数拖尾特性明显的时候估计性能下降明显。由 SαS 的分布特性可知，冲击噪声满足噪声冲击性强且对于雷达影

响较大的强噪声点分布稀疏的特性。受低秩矩阵恢复 [13]方法的启发，可以利用鲁棒性主成分分析法(RPCA)将低

秩的信号矩阵从受稀疏的冲击噪声污染的接收信号中提取出来，从而消除冲击噪声的影响。作为低秩矩阵恢复方

法中的一种，RPCA 主要目的是从强烈且稀疏的噪声污染下的高维待处理数据中恢复出低秩本征数据 [14]。目前，

求 解 PRCA 的 主 要 算 法 包 括 加 速 近 端 梯 度 法 (Accelerated Proximal Gradient， APG)[15]、 迭 代 阈 值 法 (Iterative 
Thresholding，IT)[16]、增广拉格朗日乘子法(Augmented Lagrange Multiplier，ALM)[17]等。传统 RPCA 方法需要对

大规模的数据进行奇异值分解 (SVD)，且在得到低秩信号矩阵后仍需对其进一步处理才能得到相应的信号子空

间，时间复杂度较高。本文根据非精确增广拉格朗日乘子法(Inexact ALM，IALM)算法和雷达接收信号的特性，

提出一种 QR-RPCA 算法 [13]，直接得到与导向矢量张成相同的信号子空间，再利用得到的信号子空间和 ESPRIT
算法实现目标的收发角度估计，降低了算法的时间复杂度。  

1  接收信号及冲击噪声模型 

考虑一个包含 M 个发射天线与 N 个接收天线的双基地 MIMO 雷达系统，其发射和接收端均为均匀线阵，发

射天线和接收天线的间距分别为 dt 和 dr，且雷达发射的是正交波形。假设空域中存在 P 个相互独立的远场目标，

其中第 ( )1,2, ,p p P= 个目标的发射角 (Direction-Of-Departure，DOD)、接收角 (Direction-Of-Arrival，DOA)和多

普勒频率为 pθ , pϕ 和 dpf 。则 L 个脉冲下接收端的匹配滤波输出为：  

( ) ( ) ( )1 , 2 , ,L L= ⎡ ⎤⎣ ⎦X X X X                              (1) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t rl l l l l lθ ϕ= + = +X A A b N C b N                     (2) 
式中： 表示 Khatri-Rao 积； ( )lC 为联合收发导向矢量； ( ) ( ) ( ) ( )t t 1 t 1 t, , , Pθ θ θ θ= ⎡ ⎤⎣ ⎦A a a a 为发射导向矢量，其中

( ) ( ) ( ) ( )t t
T

j2 sin / j2 1 sin /
t 1,e , ,ep pd N d

p
θ λ θ λθ − π − π −⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦

a ； ( ) ( ) ( ) ( )r r 1 r 2 r, , , Pϕ ϕ ϕ ϕ= ⎡ ⎤⎣ ⎦A a a a 为 接 收 导 向 矢 量 ， 其 中 ( )r pϕ =a
 

( ) ( ) ( ) T
r rj2 sin / j2 1 sin /1,e , ,ep pd N dϕ λ ϕ λ− π − π −⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
； ( ) ( ) ( ) ( )d1 d2 d

Tj2 1 j2 1 j2 1
1 2e , e , , e Pf l T f l T f l T

Pl ξ ξ ξ− π − − π − − π −⎡ ⎤= ⎣ ⎦b ， pξ 表示第 p 个目标的复散

射系数， T 为脉冲重复周期； ( ) 1MNl ×∈N C 表示冲击噪声矩阵。  

大量的实际数据表明，冲击噪声可以用零均值独立同分布

的对称 α 稳定(SαS)分布来表示，其特征函数为 [6]：  

( ) ( )exp jt t t αφ δ γ= −               (3) 

式中： α 为特征指数，且满足 0 2α< ≤ 。特征指数决定了 SαS
分布的拖尾，即冲击噪声的冲击程度， α 越小，SαS 分布的拖

尾越长，噪声冲击性越强；δ 为位置参数，当 0 1α< ≤ 时，δ 为

该分布的中值；当 1 2α< ≤ 时， δ 为该分布的均值； γ 为分散

系数，和高斯分布的方差类似。当 0δ = , 1γ = 时，SαS 分布服

从标准 SαS 分布。图 1 表示不同特征指数 α 下的 SαS 分布概率

密度函数(Probability Density Function，PDF)。  

2  基于 QR-RPCA 的 Unitary-ESPRIT 算法  

2.1 基于 QR-RPCA 的优化模型建立  

由于 SαS 分布二阶以上的矩无界 [6]，传统方法中利用二阶统计量估计目标参数的方法失效。针对这一问题，

提出了基于 FLOM 的算法 [7-9]与利用范数归一化的算法 [10-12]等。然而，在 α 较小时，尤其是小于 1 时，这些方法

的估计性能严重下降。观察 SαS 分布特性可以发现，冲击噪声满足噪声幅值大，且幅值大的部分分布稀疏的特

性，且 α 值越小，稀疏性越明显。同时，从式(1)~式(2)可以发现，当目标数即信号矩阵的秩满足 RPCA 的约束  

Fig.1 PDF of SαS distribution 
图 1 SαS 分布的概率密度函数 
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等距性质(Restricted Isometry Property，RIP)时 [13]，接收信号 ( )lX 就可以认为由低秩信号部分 ( ) ( )( ) ( )t r lθ ϕA A b 与

稀疏噪声部分 ( )lN 组成。因此利用 RPCA 算法能将有效的低秩目标信号从冲击噪声污染下的接收数据中提取出

来，然后利用提取出来的低秩信号矩阵进行目标估计。  
RPCA 算法适用于处理列数大于行数的实数矩阵，因此，首先需要将复数的接收数据转化为实数。先将 LX 转

换为 2MN L× 的中心复共轭对称矩阵： *,H L MN L L⎡ ⎤= ⎣ ⎦X X J X J ，其中 MN MN
MN

×∈J R 与 L L
L

×∈J R 为反对角线上元素为 1、

其余元素为 0 的交换矩阵。然后利用 2 个实值映射矩阵将 HX 转化为实数矩阵：  
H

2R MN H L=X Q X Q                                  (4) 
式中 KQ 可以表示为：  

T T
2 1 2

j
j1 12
j2 2j

K K
K K

K K
K K

K K
-

-
+

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎡ ⎤

= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦⎢ ⎥

⎣ ⎦

0

0 0
0

I I
I I

Q       Q
J J

J J
                        (5) 

在得到实数矩阵后，利用 RPCA 算法对其进行处理，其优化模型为：  

( ) 0,
min rank

s.t.   R = +

λ⎧ +⎪
⎨
⎪⎩

Z N
Z N

X Z N
                               (6) 

式中： MN L
R

×∈X R 为待处理的实数矩阵； 2MN L×∈Z R 为低秩信号矩阵； 2MN L×∈N R 为稀疏噪声矩阵。  
该模型是非凸的，因此需要利用凸松弛技术将其转化为凸优化问题。将秩函数 ( )rank Z 替换为核范数 *Z ， 0l

范数替换为 1l 范数，得：  

* 1,
min

s.t.   R = +

λ⎧ +⎪
⎨
⎪⎩

Z N
Z N

X Z N
                                 (7) 

式中
*

• 为核范数，表示该矩阵所有奇异值的和。  

根据式(7)可知，在得到低秩信号矩阵 Z 后，仍需对其进行奇异值分解才能得到与导向矢量具有相同张成的

信号子空间，且传统的基于矩阵核范数最小化的方法无法避免求解大规模 SVD 的问题，因此上述方法的计算复

杂度较高。本文根据 QR 分解和文献[13]中的方法，将信号矩阵 Z 分解成一个正交基和另一个小矩阵的乘积，从

而可以利用 RPCA 算法直接得到相应的信号子空间而不是低秩信号矩阵。令 max max 2, ,MN r Lr= × ×∈ ∈Z LR L R R R ，其中

( )max min ,2P r MN L≤ 为低秩矩阵秩的上界，且有 T =L L I 。则可以得到 * * *= =R LR Z ，可得：  

* 1, ,

T

min

s.t.   , R = +

λ⎧ +⎪
⎨

=⎪⎩

L R N
R N

X LR N  L L I
                             (8) 

2.2 模型求解 

根据文献[13]中的方法与非精确增广拉格朗日乘子法 (IALM)，提出了求解模型(8)并直接得到信号子空间的

算法。根据模型(9)，列出其部分增广拉格朗日函数：  

( ) ( )( ) 2T
* 1 F, , , , tr

2R RL μμ λ= + + − − + − −L R N Y R N Y X LR N X LR N                 (9) 

式中： Y 为拉格朗日乘子； 0μ > 为惩罚因子，利用交替法求解：  

( )

( )

( )

( )

T

arg min , , , ,

arg min , , , , ,   s.t .  

arg min , , , ,

R

L

L

L

μ

μ

μ

μ

⎧ =
⎪
⎪ = =⎪
⎨

=⎪
⎪
⎪ = + − −⎩

N

L

R

N L R N Y

L L R N Y L L I

R L R N Y

Y Y X LR N

                        (10) 

首先求解 N ：  
2

1
F

1arg min
2 R

λ
μ μ

⎛ ⎞
= + − −⎜ ⎟

⎝ ⎠N

YN N N X LR +                         (11) 

其闭式解为 [18]：  
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/ RSλ μ μ
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

YN X LR +                              (12) 

令 /R μ= −A X LR + Y ，则其最优解可以表示为 *N ，其第 ( ),i j 元素为 ( ) ( )max / ,0 sgnij ija aλ μ− 。  

然后求解 L ：  
2 T
Fargmin / ,   s.t .  R μ= − − =

L
L X N + Y LR L L I                      (13) 

上式为一个最小二乘问题，令 /R μ= −P X N + Y ，则由有 † T=L PR = PR ，式中 †PR 为 R 的伪逆。由于 L 满足正交

约束条件，因此其闭式解为 [13] 

( )TQR=L PR                                  (14) 
式中算子 ( )QR A 表示 QR 分解，其输出为 A 的一个正交基。  

最后求解 R ：  

( )( )

( )

*

2T
F

2

* F

arg min tr
2

1 1    arg min
2

R R

R

μ

μ
μ

= + − − + − − =

+ − −

R

R

R R Y X LR N X LR N

R LR X N + Y
                  (15) 

根据文献[13]的推导可知，上述问题可转化为求解  

( ) 2T
* F

1 1argmin
2 R μ

μ
= + − −

R
R R R L X N + Y /                        (16) 

则 R 的闭式解为 [17]：  

( )( )T
1/SVT Rμ μ= −R L X N + Y                              (17) 

式 中 ： ( ) ( ){ } TSVT diagUδ σ δ += −A V 表 示 奇 异 值 收 缩 (Singular Value Shrinkage ， SVT) 算 子 ， ( )max 0,t t+ = ，

( ){ } T
1diag i i rU σ=
≤ ≤

A V 为矩阵 A 的奇异值分解。利用交替法更新上述几个变量就可以得到 L ，从而得到相应的信

号子空间。  
综上所述，QR-RPCA 算法具体流程如下：  
输入：数据 2MN L

R
×∈X R ，秩的上界 rmax，正则参数 λ，容许误差 ε。 

输出：L 

初始化： ( )max
eye ,MN r=L ，R=0,N=0,Y=0, 21.25 / Rμ = X , 7

max 10μ μ= × ,ρ=1.5 

迭代步骤： 

1) 依据式(12)更新 N；  
2) 依据式(14)更新 L；  
3) 依据式(17)更新 R；  
4) 更新拉格朗日乘子： ( )+ Rμ= − −Y Y X LMR N ；  

5) 更新惩罚因子： ( )maxmin ,μ ρμ μ= ；  
6) 检测条件，若 2 2/R R ε− − <X LR N X ，停止迭代，返回 L；否则重复步骤 1)~步骤 5)。  

2.3 ESPRIT 算法估计参数 

假设 L 个脉冲下目标的 DOD 和 DOA 均不变，即联合收发联合导向矢量 ( )lC 不变，则通过上述 QR-RPCA

算法得到的 L ，其与大奇异值对应的 P 列所构成的信号子空间 SL 与实值化后的联合收发联合导向矢量 H
MNQ C 具有

相同的张成子空间，因此可以通过反变换得到相应的复数域信号子空间 CSL ：  
  CS MN S=L Q L                                    (18) 

利用 Khatri-Rao 积的性质和 ESPRIT 算法即可得到目标的 DOD 和 DOA[19]。由于估计的收发角均来自同一列导

向矢量，因此所得参数能够实现自动配对。  
下面对 QR-RPCA 算法的时间复杂度进行讨论。该方法的计算量主要有矩阵 R 的 SVD 分解、 TPR 的 QR 分

解和 LR 的矩阵乘法，其中 SVD 分解的时间复杂度为 ( )2
max2Lrο ，QR 分解的时间复杂度为 ( )2

maxr MNο ， LR 的  
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矩阵乘法的时间复杂度为 ( )max 2MNr Lο ，则 t 次迭代下的总时间复杂度为 ( )( )( )2
max max2 2t r L MN MNr Lο + + 。类似的， 

传统 RPCA 算法中的 IALM 算法 t 次迭代下的时间复杂度为 ( )( )( ) ( )( )( )( )2 2min 2 , 2t L MN t L MNο ο 。显然，由于

( )max min ,2r MN L ，则 t 次迭代下本文算法要比 IALM 算法复杂度低很多。  

综上所述，一方面，本文利用 RPCA 方法将低秩信号矩阵从稀疏冲击噪声下的接收信号中恢复出来，避免了

对二阶矩的求解，消除了冲击噪声的影响；另一方面，本文对传统 RPCA 方法进行改进，直接得到与联合收发导

向矢量 C 张成相同的信号子空间，避免了大规模的 SVD 求解，降低了算法时间复杂度。  

3  仿真实验  
为了验证上述基于 QR-RPCA 算法参数估计的性能，本章节将进行 3 个仿真实验，由于 SαS 冲击噪声不存

在二阶矩，因此将 SNR 替换为广义信噪比(GSNR)：
1

2
GSN ,10 lg /

P

p
l pR E ξ γ

=

⎧ ⎫
= ⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ 。假设发射端和接收端的天线间

距均为波长的一半。  
实验 1 算法有效性验证  
该实验验证本文算法的有效性并将本文算法与矩阵行 2 范数最大化预处理后的 L2-ESPRIT 算法 [10]、FLOM 

Unitary-ESPRIT 算法 [9]进行比较。该实验中，双基地 MIMO 雷达的收发天线数为 20= =M N ，发射脉冲数目为

20=L ，空间中存在 2=P 个目标，其坐标为(30°,20°),(60°,50°)，噪声的特征指数为 =0.7α ,RGSN=10 dB，共进行

200 次蒙特卡洛实验。上述 3 种算法的目标方位估计结果如图 2 所示。根据实验结果可以发现，当特征指数 1α <
时，本文算法对目标的估计效果较为理想，而 L2-ESPRIT 算法和 FLOM Unitary-ESPRIT 算法估计效果较本文算

法而言均更差。可见，当噪声冲击性较强，特征指数较小时，本文算法具有更好的估计效果。  

 
实验 2 不同 GSNR 下算法参数估计性能比较  
为验证本文算法在不同 GSNR 下的估计性能，将本文算法、L2-ESPRIT 算法 [10]及 FLOM Unitary-ESPRIT 算

法 [9]相比较。该实验中，双基地 MIMO 雷达的收发天线数为 20= =M N ，发射脉冲数目为 20=L ，空间中存在 2=P
个目标，其坐标为(30°,20°),(32°,30°)，共进行 200 次蒙特卡洛实验。当 =0.7α 时，上述 3 种算法的均方根误差(RMSE)
和分辨力在不同 GSNR 下的估计结果如图 3 所示。由实验结果可知：a) 上述 3 种算法的估计精确度和分辨力均

随着 GSNR 的增加而提升；b) 当特征指数较小时，尤其是小于 1 时，本文算法相较于另外 2 种算法具有较好的

估计精确度和分辨力。  
实验 3 不同特征指数下算法参数估计性能比较  
为验证本文算法在不同特征指数下的估计性能，与实验 1、实验 2 类似，将本文算法和另外 2 种算法进行比

较。仿真条件、蒙特卡洛次数与实验 2 相同。当 RGSN=5 dB 时，上述 3 种算法的 RMSE 和分辨力在不同特征指数

下的估计结果如图 4 所示。由实验结果可以发现：a) 不论特征指数大于 1 或小于 1，本文算法的估计精确度和

分辨力相较于另外 2 种算法更好；b) 另外 2 种算法的估计精确度和分辨力均随着特征指数的增大而提高；c) 当

>1.8α 时，冲击噪声冲击性减弱，噪声几乎等同于高斯噪声，另外 2 种算法由于利用信号二阶矩或低阶矩的特性，

估计精确度较本文算法更高。由于本文是针对目标信号的低秩特性与冲击噪声的稀疏特性，利用 PRCA 算法来建

立优化模型，因此相较于其他抑制冲击噪声的算法，本文算法对低特征指数的冲击噪声具有更好的稳健性。  

Fig.2 Estimation results of RPCA Unitary-ESPRIT, L2-ESPRIT, FLOM Unitary-ESPRIT 
图 2 RPCA Unitary-ESPRIT 算法、L2-ESPRIT 算法及 FLOM Unitary-ESPRIT 算法下的目标估计结果 
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4  结论  

RPCA 算法适用于实数数据处理，该方法首先将接收信号由复数转化为实数。为能够直接得出信号子空间，

本文提出一种 QR-RPCA 算法，将低秩信号矩阵从被稀疏冲击噪声污染的接收信号中恢复出来，并直接得到与导

向矢量具有相同张成子空间的信号子空间，避免了大规模 SVD 分解的求解。本文算法较求解 RPCA 的传统算法，

如 IALM，具有更低的时间复杂度；最后利用 ESPRIT 算法对目标位置参数进行估计。理论和实验结果表明：本

文算法相较于其他抑制冲击噪声的参数估计算法，具有更高的精确度、分辨力与稳健性，尤其在特征指数较低时，

本文算法仍能进行有效估计，且本文算法无需冲击噪声特征指数的先验信息，能够对参数进行自动配对。  
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图 4 RMSE、分辨力随 α 变化曲线 
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图 3 RMSE、分辨力随 GSNR 变化曲线 
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