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摘  要：随着通信技术与通信方式的快速发展，通信信号调制方式与通信系统越来越复杂。

复杂通信信号连续相位频移键控(CPFSK)由于其频谱利用率高，大量用于卫星通信等领域。针对复

杂信号 CPFSK 的参数估计问题，提出一种基于李雅普诺夫指数的 CPFSK 信号调制指数估计方法。

通过 CPFSK 信号李雅普诺夫指数与调制指数的数学关系模型，提取李雅普诺夫指数估计信号调制

指数。仿真验证了算法性能，得到 CPFSK 调制指数估计均方根误差随信噪比的变化曲线。此方法

计算复杂度低且实现简单，适用于 CPFSK 信号与常规频移键控 (FSK)信号的调制指数估计。 
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An algorithm of CPFSK modulation index estimation 
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Abstract：With rapid development of communication technology and the way of communication, the 

modulation type of communication signal and communication system become more and more complex. Due 

to the high spectrum utilization rate, Continuous-Phase Frequency Shift Keying(CPFSK) is widely used in 

satellite communication. Considering parameters estimation of CPFSK, an algorithm of CPFSK modulation 

index estimation is studied based on Lyapunov exponent. With the mathematical relationship between 

Lyapunov exponent and modulation index, modulation index is estimated by extracting Lyapunov exponent, 

and the performance is simulated by modulation index Root Mean Square Error(RMSE) vs. Signal-to-Noise 

Ratio(SNR) curves. With low complexity, this algorithm can be applied to CPFSK and common Frequency 

Shift Keying(FSK) signal. 

Keywords ： Continuous-Phase Frequency Shift Keying ； Lyapunov exponent ； modulation index 

estimation；signal analysis 

 

认知无线电及智能通信中为了适应多种调制信号通信，需要对未知信号进行感知，获取其调制类型及相应参

数。复杂通信信号连续相位频移键控(CPFSK)调制类型识别与调制指数 h 的估计一直是一个难点 [1-4]。由于 CPFSK
信号的相位连续性，CPFSK 信号具有较低的旁瓣与较高的频谱利用率，且由于其调制指数的不同会对 CPFSK 信

号的频谱造成很大影响，因此基于谱特征的信号识别与分析不再适用于 CPFSK 信号。CPFSK 信号的分析一直是

一个难点，在大多数 CPFSK 信号分析中，将 CPFSK 信号归为连续相位调制(Continuous-Phase Modulation，CPM)
信号，许多研究人员直接研究 CPM 信号分析，如 Fonollosa J A 等提出提取 CPM 信号高阶统计量作为特征量估

计其调制指数 [5]，复杂度高，计算量大；Saurabh U. Pawar 与 John F. Doherty 提出利用近似熵的方法对 CPFSK 信

号进行调制识别与分析 [6]，仿真结果对噪声非常敏感；杨琳提出利用盲均衡技术估计 CPM 信号调制指数 [7]，对  
信噪比要求较高。上述方法计算量大，复杂度高，不利于工程实践。  

本文提出一种基于李雅普诺夫指数的 CPFSK 参数估计方法。李雅普诺夫指数大量用于混沌信号处理研究中，

可作为表征信号本质特征—相空间的一个重要指标。参数 h 与调制阶数不相等的 CPFSK 信号，其李雅普诺夫指

数不一样。理论推导与仿真验证表明，CPFSK 信号的李雅普诺夫指数与调制指数 h 和调制阶数成数学关系 [8-10]。 
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1  原理分析  

CPFSK 信号与常规频移键控(FSK)信号不同处在于其相位在码元转换点处是连续的，具有较低的旁瓣与较高

的频谱利用率。因此 CPFSK 信号相比 FSK 信号在通信领域具有更广泛的应用。  
CPFSK 调制的发送信号可表示为 [11-12]：  

[ ]c 0( ) 2 cos 2π ( ; )s t T f t t Iε φ φ= + +                          (1) 

式中： 2 Tε 为振幅；fc为载频； 0φ 为载波的初始相位； ( ; )t Iφ 为载波的时变相位，定义为：  

( ) ( )d; 4π dn

t

n
t I f T I g nT

−∞
= −∑∫φ τ τ                          (2) 

式中：{ }nI 为幅度序列，它由信号序列{ }na 的 k 比特二进制数组映射到幅度电平±1,±3,… ,±(M-1)得到，M 为

CPFSK 信号调制进制；fd为频偏；T 为码元周期； ( )g t 是一个幅度为 1/2T 且持续时间为 T 的矩形脉冲。因此可得  

( ) ( ) ( )d

1
; 2 2π 2πk n n n

n

k
t I f T I hq t nT I hq t nT Iφ θ

−

=−∞
= π + − = + −∑                (3) 

式中：h 与常规 FSK 信号一样称为调制指数， d2h f T= ；n 指 t 时刻的采样值信号处于第 n 个符号；
1
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由式(3)可以看出，CPFSK的瞬时相位是连续的。当表示为复数形式时，CPFSK信号可表示为：  

[ ]c 0( ) 2 exp 2π ( ; )s t T f t t Iε φ φ= + +                         (4) 

李雅普诺夫指数大量用于混沌研究中，表示为：  
1

e
0

1
lim log ( )

n

in i

L r t
n

−

→∞ =

′= ∑                             (5) 

式中 ( )ir t′ 为接收时域信号 r(t)的微分，在离散数字信号中可表示为：  

( )1 1( ) ( ) ( ) ( )i i i iir t r t r t t t− −′ = − −                           (6) 

式中 r(ti)=s(ti)+n(ti)，n(ti)是 i 时刻的加性高斯白噪声，s(ti)是 i 时刻的发送信号，表示为：  

[ ]c 0( ) 2 exp 2π ( ; )i is t T f t t Iε φ φ= + +                        (7) 
则  

[ ]1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i i iir t s t n t s t n t t t− − −′ = + − − −                       (8) 
在较高信噪比下，有  

[ ] [ ]{ }1 c 0 c 1 1 0( ) ( ) 2 exp 2π ( ; ) exp 2π ( ; )i i i i i ir t r t T f t t I f t t Iε φ φ φ φ− − −− ≈ + + − + +           (9) 

考虑到载频已知的情况，不失一般性，可设 c 0f = ，式(9)可化为：  

[ ] [ ]{ }1 0 1 0( ) ( ) 2 exp ( ; ) exp ( ; )i i i ir t r t T t I t Iε φ φ φ φ− −− ≈ + − +                (10) 

式中 1 s( ; ) ( ; ) π ( )i i nt I t I hI Tfφ φ −= + ， sf 为采样率，因此  

[ ] [ ]{ }1 1 s 0 1 0( ) ( ) 2 exp ( ; ) ( ) exp ( ; )i i i n ir t r t T t I hI Tf t Iε φ φ φ φ− − −− ≈ + π + − +            (11) 
利用和差化积公式可得  

1 0 s 1 0 s 1 0
1

1 0 s 1 0 s 1 0

cos( ( ; ) ) cos( ( )) sin ( ( ; ) ) sin ( ( )) cos( ( ; ) )
( ) ( ) 2

jsin ( ( ; ) ) cos( ( )) j cos ( ( ; ) ) sin ( ( )) jsin ( ( ; ) )
i n i n i
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t I hI Tf t I hI Tf t I
r t r t T

t I hI Tf t I hI Tf t I
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−
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+ π − + π − + +
− ≈

+ π + + π − +

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

φ φ φ φ φ φ
ε

φ φ φ φ φ φ
 (12) 

令过采样率为 s sN Tf= ，当过采样率较高时， s( )nhI Tfπ 非常小，因此 scos ( ( ))hI Tfnπ ≈1， ssin ( ( ))nhI Tfπ ≈  

s( )nhI Tfπ 。式(12)可化简为：  
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[ ]
[ ]

1 s 1 0 1 0

s 1 0

( ) ( ) 2 π sin ( ( ; ) ) j cos sin ( ( ; ) )

2 π exp ( ( ; ) ) / 2

i i n i i

n i

r t r t T hI N t I t I

T hI N t I

− − −

−

− ≈ − + + + ≈

+ + π

ε φ φ φ φ

ε φ φ
           (13) 

由于 [ ]1 1( ) ( ) ( ) ( )i i i iir t r t r t t t− −′ = − − ， 1 s1i it t f−− = ，因此可得  

s s( ) 2 2i n nr t T hI f N T hI Tε ε′ ≈ π ≈ π                     (14) 

工程上往往会在信号通过信道后进行功率归一化，可设 2 1Tε = ，则CPFSK信号的李雅普诺夫指数可表示为： 

e

1 1

0 0

1 1
lim log ( ) lim log πi nn n

n n

i i
L r t hI Tn n→∞ →∞

− −

= =
′= ≈∑ ∑                     (15) 

式中 B1T R= ， BR 为符号速率。根据已知的 BR ，可得到新的李雅普诺夫指数参量  

e e BlogL L R′ =                               (16) 

eL ′在理论上应满足  

e

1 1

0 0

1 1
lim log π log lim log πn nn n

n n

i i
L hI h In n→∞ →∞

− −

= =

′ ≈ ≈ +∑ ∑                   (17) 

由以上推导可知，当已知 CPFSK 的码元周期时，CPFSK 信号的李雅普诺夫指数与调制指数 h 以及调制阶数

的数学关系可通过式(17)来确定。因此可充分利用 CPFSK 信号的李雅普诺夫指数来估计其调制指数 h 与其调制

类型。 

2  算法步骤  

李雅普诺夫指数可用于 CPFSK 信号的分析与识别，

在此提出一种基于李雅普诺夫指数的 CPFSK 信号调制

指数估计方法。此方法利用 CPFSK 信号的李雅普诺夫指

数与其调制指数的数学关系，通过求取 CPFSK 信号的李

雅普诺夫指数，根据先验已知的信号码速率，对李雅普

诺夫指数进行修正得到新的参量，再根据不同调制阶数

的 CPFSK 信号(针对 2CPFSK,4CPFSK 与 8CPFSK)设置

不同的经验门限，有效估计信号的调制指数。  
一种基于李雅普诺夫指数的 CPFSK 信号调制指数

估计方法算法步骤如图 1 所示。  
步骤如下：  
1) 对接收信号进行采样，得到  

( ) ( ) ( ), 1, 2, ,r n s n n n n N= + =         (18) 
式中： ( )s n 为发送信号，调制类型为 2CPFSK,4CPFSK 或

8CPFSK 中的任意一种，调制指数 h=0.5~1.5； ( )n n 为加

性高斯白噪声；N 是采样点总个数。在此用 s 0E N 表示信噪比，单位为 dB。  

2) 对 r(n)进行低通滤波，使用 Kaiser 窗设计低通滤波器 h(n)滤除接收信号带外噪声得到新的信号  

1 ( ) ( ) ( ), 1, 2, ,r n h n r n n N= ∗ =                        (19) 

3) 对滤波后的信号 1 ( )r n 进行功率归一化得到 2 ( )r n  

( ) ( )
2

2 1 1
1

1
( )

N

n
r n r n r n

N =
= ∑                        (20) 

4) 求 CPFSK 信号的李雅普诺夫指数  

e 2
1

1
log ( )

N

i
L r n

N =

′= ∑                            (21) 

 

Fig.1 Flow of CPFSK modulation index estimation based on 
Lyapunov exponent 
图 1 一种基于李雅普诺夫指数的 CPFSK 信号 
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式中 2 22 s( ) ( 1) ( )r n f r n r n⎡ ⎤⎣ ⎦′ = + − 。  

5) 求取新的参量 e e BlogL L R′ = 。  

6) 求取 CPFSK 信号调制指数估计值 eeL thrh
′ −= ，其中 thr 为经验门限值，对于不同调制方式的信号 thr 取值

不一样。经过大量仿真实验，经验门限值 thr 设置如下：若为 2CPFSK 信号，thr=0.972；若为 4CPFSK 信号，thr=1.625；

若为 8CPFSK 信号， thr=2.270。 

3  仿真结果及分析 

由原理分析可知，在没有噪声的情况下，李雅普诺夫指数与调制指数 h 和调制阶数成明确的数学关系。图 2
为 理 论 上 多 进 制 连 续 相 位 频 移 键 控 (Multiple 
Continuous-Phase Frequency Shift Keying，MCPFSK)
信号李雅普诺夫指数随着调制指数 h 的变化曲线。此

处的李雅普诺夫指数是弥补了符号速率 RB 后得到修

正的李雅普诺夫指数 e e BlogL L R′ = 。  

理论上 2CPFSK 信号满足  

{ }
1

0

1
1 , lim log π 1.144 7n nn

n

i
I In→∞

−

=
= ± =∑       (22) 

4CPFSK 信号满足  

{ }
1

0

1
1, 3 , lim log π 1.694n nn

n

i
I In→∞

−

=
= ± ± =∑       (23) 

8CPFSK信号满足  

{ }
1

0

1
1, 3, 5, 7 , lim log π 2.308 2n nn

n

i
I In→∞

−

=
= ± ± ± ± =∑    (24) 

当 h=1 时 ， 理 论 上 2CPFSK 信 号 的 李 雅 普 诺 夫 指 数 为 e 1.144 7L ′ = ， 4CPFSK 信 号 的 李 雅 普 诺 夫 指 数 为

e 1.694L ′ = ，8CPFSK 信号的李雅普诺夫指数为 e 2.308 2L ′ = 。图 2 仿真结果显示，当 h=1 时，仿真 2CPFSK 信号

的李雅普诺夫指数为 e 1.144L ′ = ，4CPFSK 信号的李雅普诺夫指数为 e 1.688L ′ = ，8CPFSK 信号的李雅普诺夫指数

为 e 2.285L ′ = 。在误差允许范围内，仿真结果与理论推导一致。然而工程实际中，信道环境充满了噪声，信号会

受到污染，李雅普诺夫指数对噪声比较敏感，图 3 为 MCPFSK 信号李雅普诺夫指数随着信噪比 s 0E N 变化曲线。

参数设置为信噪比 s 0E N 从 5 dB 至 35 dB，调制指数 h=[0.5,0.7,1.0,1.2,1.35,1.5]。其中图 3(a)为 2CPFSK 信号李

雅普诺夫指数随着信噪比 s 0E N 变化曲线；图 3(b)为 4CPFSK 信号李雅普诺夫指数随着信噪比 s 0E N 变化曲线；

图 3(c)为 8CPFSK 信号李雅普诺夫指数随着信噪比 s 0E N 变化曲线。  

Fig.2 Curves of MCPFSK Lyapunov exponent with modulation index
图 2 MCPFSK 信号李雅普诺夫指数随着调制指数 h 的变化曲线 
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图 3 表明 2CPFSK,4CPFSK 与 8CPFSK 信号高斯白噪声信道环境下，李雅普诺夫指数的仿真值对噪声较为敏

感。如当 h=1 时，仿真 2CPFSK 信号的李雅普诺夫指数稳定在 e 1.0L ′ = 附近，4CPFSK 信号的李雅普诺夫指数稳

定在 e 1.62L ′ = 附近，8CPFSK 信号的李雅普诺夫指数稳定在 e 2.3L ′ = 附近。虽然在有噪声的情况下 CPFSK 信号的

李雅普诺夫指数仿真值与理论值有一定误差，但仿真值稳定。因此可通过大量仿真，设置经验门限值用于 CPFSK
信号分析与识别中。 

由以上理论分析与理论仿真可知，李雅普诺夫指数可以用于 CPFSK 信号的分析中。为检验基于李雅普诺夫

指数的 CPFSK 信号调制指数估计方法的性能，定义调制指数估计归一化均方根误差为：  
2

1

1
1i

h

n

i

h

n h
σ

=
= −∑                               (25) 

式中：h 为真实调制指数值；hi 为第 i 次测量的调制指数估计值；n 为测量次数； hσ 为调制指数估计的归一化均

方根误差。  
图 4 为 MCPFSK 信号调制指数估计均方根误差随着信噪比变化曲线。其中图 4(a)设置如下：采样率 fs=6 MHz，

码速率 RB=200 ksps，调制系数 h=0.5，对于包含噪声的信号采样 6 000 个符号，在每个信噪比下进行 500 次蒙特

卡洛实验；图 4(b)参数设置如下：采样率 fs=3 MHz，码速率 RB=100 ksps，调制系数 h=0.5，对于包含噪声的信

号采样 6 000 个符号，在每个信噪比下进行 500 次蒙特卡洛实验。  

图4表明本文提出的基于李雅普诺夫指数的CPFSK信号调制指数估计方法，在信噪比Es/N0＞17 dB时，均方

根误差小于10%，且随着信噪比的提高，均方根误差趋于0。由此表明，基于李雅普诺夫指数的CPFSK信号调制  
指数估计方法过程简单，计算量小，复杂度低且算法性能良好。  

4  结论  

针对 CPFSK 的调制指数估计问题，提出了一种基于李雅普诺夫指数的 CPFSK 信号调制指数估计方法，算法

从理论上证明了 CPFSK 信号李雅普诺夫指数与调制指数的关系，并且仿真验证了调制指数估计值均方误差随信

噪比变化曲线。结合实际环境，仿真验证了算法的有效性。  
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