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摘  要：现有单快拍条件下子空间类时延估计算法由于降低有效带宽导致估计精确度下降，

多快拍条件下压缩感知类算法由于多次采样具有相似稀疏结构也导致了性能下降。针对以上条件

下2种算法鲁棒性不强的问题，提出一种在单快拍与多快拍条件下均具有较高精确度的基于压缩感

知子空间的时延估计算法。该算法首先判定快拍数与多径数的关系，在快拍数大于等于多径数时

通过求解谱峰的目标函数得到时延估计，在快拍数小于多径数时先重构得到改进的噪声子空间，

再求解谱峰的目标函数得到时延估计。仿真结果表明，该算法在单快拍与多快拍条件下具有较高

的估计精确度，与子空间类算法和压缩感知类算法相比具有更好的鲁棒性。 
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Delay estimation algorithm based on compressed sensing subspace 
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Abstract：The estimation accuracy of the subspace algorithm has dropped off because the effective 

bandwidth has reduced under the condition of single snapshot. The accuracy of the compressed sensing 

algorithm has declined because of the similar sparse structure under the condition of multiple snapshots. 

To deal with the weak robustness of existing algorithms，a high-performance time delay estimation 

algorithm is presented based on compressed sensing subspace under both conditions. The proposed 

algorithm derives the relationship between the multipath number and the number of snapshots. An 

improved noise subspace has been reconstructed. The polynomial is applied to estimate time delay. The 

polynomial rooting avoids the spectral peak searching and reduces the computational complexity. 

Simulation results show that the proposed algorithm has a high performance and a better robustness 

compared with subspace algorithms and compressed sensing algorithms.  

Keywords：time delay estimation；compressed sensing；sparse reconstruction；polynomial rooting 

multiple signal classification 

到达时间(Time of Arrival，TOA)估计一直是卫星通信 [1]、无线定位技术 [2]中的重要研究内容。其中超分辨力

TOA 估计 [3]作为无线定位的关键步骤，近年来成为热点问题。很多新理论、新方法被应用到不同环境的超分辨力

TOA 估计问题中并取得了理想的效果。传统的超分辨力 TOA 估计方法主要分为子空间类方法 [4]和最大似然类方

法 [5]。其中子空间法将接收信号分解为 2 个正交的子空间，即信号子空间和噪声子空间，通过伪谱峰搜索得到超

分辨力 TOA 估计。但子空间类算法在单快拍条件下，虽然通过频域平滑可以构造出近似满秩的范德蒙矩阵，但

是降低了系统的有效带宽，导致分辨力不高乃至不能分辨。最大似然类算法作为理论最优算法，通过网格搜索的

方式达到极高的分辨力，该方法的分辨力与网格划分的精确度有关，要想达到较高的分辨力，算法复杂度极高，

不适合工程实现。  
为解决现有超分辨力算法的问题，很多新的理论被应用到 TOA 估计问题中。文献[6]应用马尔科夫链蒙特卡

洛(Markov Chain Monte Carlo)方法将最大似然函数的取最值问题转化为随机抽样求平均问题，简化了计算复杂度。

但是在马尔科夫链跳转过程中，有一定概率陷入局部稳定状态，导致估计的分辨力不高。文献[7]应用压缩感知

(Compressed Sensing，CS)理论，将到达角度(Direction of Arrival，DOA)估计问题转化为稀疏条件下接收信号的  
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恢复问题，在单快拍的条件下得到了超分辨力 DOA 估计，但该算法要求接收信号具有稀疏性，因此随着快拍数

的增加，接收信号的稀疏性减弱，导致重构性能下降。  
文献[8–9]认为压缩感知算法是以概率性的方式重构信号，而子空间法是以确定性的方式构造空间谱，并推

导了 CS 算法与多重信号分类(Multiple Signal Classification，MUSIC)算法之间的联系。提出了鲁棒性较强的适合

不同快拍条件下的估计算法。但该算法需要对谱峰进行搜索，在实际应用中复杂度较高。文献[10]提出一种基于

差值映射的 CS-Music 算法，在保证重构精确度的前提下缩减了阵元数量，实现了多快拍条件下信号的精确重构。

但该算法收敛所需时间较长。  
在以上研究的基础上，本文在已知接收信号稀疏度的条件下，根据快拍数与稀疏度的关系，分情况推导了本

文 算 法 的 估计 步 骤 ， 并将 本 文 算 法应 用 到 TOA 估 计 问 题中 。 通 过 仿真 实 验 将 本文 算 法 与 求根 多 重 信 号分 类

(Root-Music)算法和正交匹配追踪(Orthogonal Matching Pursuit，OMP)算法在不同条件下进行比较，仿真结果表

明本文算法具有较为理想的估计效果，在单快拍、多快拍的条件下均能得到高精确度的时延估计，体现了本文算

法的优越性与鲁棒性。  

1  时域信号稀疏模型及多快拍问题  

1.1 信号模型  

假设辐射源发射的信号为 ( )s t ，考虑无线信道多径传播效应，多径数目为 pL ，则时域多径接收信号为： 
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式中： ia 为不同径的增益系数； iτ 为第 i 条径对应的到达时延； ( ) ( )2~ 0,w t N σ 为加性噪声，服从均值为 0 ，方差

为 2σ 的高斯分布。将式(1)转化为矩阵形式得到： 
' '= +Y SV a W                                                (2) 

其中， 
T=[ (0), (1), , ( 1)]y y y K⋅ ⋅⋅Y -                                           (3) 

式中 [ ]Τ• 表示转置。式(3)为 ( )y t 的离散傅里叶变换。 
[ (0), (1), , ( 1)]S diag s s s K= ⋅⋅⋅ −                                         (4) 

式中 { }diag • 是对角化算子。式(4)为辐射源信号矢量。 
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式(5)、(6)为导向矢量。  
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式(7)为增益系数矢量。  
T=[ (0), (1), ( 1)]w w w K⋅ ⋅ ⋅W -                                         (8) 

式(8)为加性高斯白噪声矢量。为了体现接收信号的时域稀疏性，将式(5)扩展为如下形式，  

0 1 1[ ( ), ( ), , ( )]Lτ τ τ −= ⋅ ⋅ ⋅V v v v                                         (9) 
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将式(7)扩展为：  
c c c0 1 1j2 j2 j2 T

0 1 1' [ e , e , , e ]L
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其中 pL L= ，即构造了接收信号在时域的稀疏模型。 
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1.2 多快拍问题  

在对接收信号进行处理的过程中，单次快拍采集的数据是有限的，往往通过多次测量的方式来提高估计精确

度，因此多快拍问题的模型可以表示为：  

cs= +Y H a W                                           (12) 

式中： m n×∈Y 为观测信号， m 表示观测信号长度， n 表示快拍数； L n×∈a 为待估计信号， L表示待估计信号

长度。 cs
m L×∈H 表示稀疏采样矩阵，那么多快拍条件下的信号估计问题可以表示为式(13)的形式：  

                                    0
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                                         (13) 

式中 0a 表示 a 中非零行的个数即稀疏度， ia 表示矩阵 a 中第 i 行元素。多快拍条件下的压缩感知类算法的主要

求解方法为贪婪算法以及基于贝叶斯学习算法，由于每次采样具有类似的稀疏结构，该类算法的重构精确度不高。

而基于子空间理论的 Root-Music 算法在多快拍的条件下，具有较好的估计效果，在下一部分将对本文算法的应

用条件以及算法步骤做进一步推导。  

2  基于压缩感知子空间的时延估计算法 

为了解决单快拍条件下子空间类算法由于有效带宽降低所导致性能下降，以及多快拍条件下压缩感知类算法

由于采样具有近似的稀疏结构，导致不能得到尖锐的谱峰估计的问题，本文通过理论推导将压缩感知类算法和子

空间类算法有效结合在一起，提出了一种在单快拍与多快拍条件下均具有较好性能的联合估计算法，所提算法在

保证了估计精确度的条件下具有较高的鲁棒性。  
首先定义稀疏度为 p0 =La ，下面分情况对本文算法的适用条件进行推导。  

当快拍数大于等于待估信号的稀疏度时，即 pn L≥ 时，信号子空间与噪声子空间是相互正交的，此时对于信

号的估计即等同于多快拍条件下采用 Root-Music 方法进行估计。定义接收信号的估计值 Y 的协方差矩阵
Y YR 为：  
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cs csE σ⎡ ⎤= = +⎢ ⎥⎣ ⎦ aaY YR YY H R H I                              (14) 

式中： aaR 为多径增益系数的协方差矩阵，且满足 H= E ⎡ ⎤⎣ ⎦aaR aa ； I 为单位矩阵； [ ]Η• 表示共轭转置； [ ]E • 表示

取期望。对
Y YR 特征分解，可得：  
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由式(15)可知，接收信号估计值的协方差矩阵
Y YR 的特征值具有以下性质：  

2
1 2 1 2M M M N σλ λ λ λ λ λ+ +⋅ ⋅ ⋅ = = ⋅ ⋅ ⋅ = =≥ ≥ ≥ ≥                        (16) 

矩阵 [ ]1 2, , ,S Mdiag λ λ λ= ⋅⋅⋅Λ , [ ]1 2, , ,N M M Ndiag λ λ λ+ += ⋅ ⋅ ⋅Λ 为对角矩阵。此时定义矩阵 [ ]1 2, , ,S Mu u u= ⋅⋅⋅U 构成的子

空间 ( )Sspan U 为信号子空间，由矩阵 [ ]1 2, , ,N M M Nu u u+ += ⋅ ⋅ ⋅U 构成的子空间 ( )Nspan U 为噪声子空间。  

根据文献[11]，稀疏采样矩阵与信号子空间为同一空间，且正交于噪声子空间，其形式如式(17)所示：  
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通过搜索伪谱的谱峰得到时延的估计值：  

( )
( )

MUSIC 2H
cs

1

N

P τ
τ

=
h U

                               (18) 

式中 csh 为测量矩阵 csH 中所对应 τ 的列向量。根据式(18)进行谱峰搜索的计算复杂度较高，而对多项式求根可以

避免谱峰搜索。因此，定义多项式：  

( ) T11, , , Lp z z z −⎡ ⎤= ⋅ ⋅ ⋅⎣ ⎦                                  (19) 

式中 j2e fz τ− πΔ= 。根据对噪声子空间中信息的提取，构造目标函数为：  

                    ( ) ( ) ( )H H
N Nf z z z= p U U p                                (20) 

式(20)的零点即对应接收信号的时延估计。  
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当快拍数小于待估信号的稀疏度时，即 pn L< 时，由于此时快拍数较少，虽然通过频域平滑的方式能够构造

出满秩的范德蒙矩阵，但是由于降低了系统的有效带宽，导致估计精确度的损失。首先定义 { }= 1 : 0isupp i L ≠≤ ≤a a

为待估计信号的支撑集，表示矩阵 a 的第 i 行是非零向量。假设
pL nI supp− ⊂ a 为支撑集的子集，且

pL nI − 中非零向

量的个数为 pL n− ， ( )
( )p

pcs
m L n

L n
× −

−
∈H 表示下标位于矩阵

pL nI − 中的稀疏采样矩阵的列集合。此时首先利用压缩感

知算法对列向量的 pL n− 列进行重构，在第 l 次迭代中，将 Y 正交地投影到 csΗ 的每一列(原子)上，  

( ) 1T T
cs cs cslY

−
= H H H Y                                    (21) 

挑选出 lY 最大值所对应的原子存入 ( )pcs L n−
H 。并根据式(22)计算残差 lr ，如果 510l

−<r 则迭代结束，反之迭代

继续进行。迭代结束后得到 ( )pcs L n−
H 。  

( )pcsl lL n
Y

−
= −r Y H                                     (22) 

将 ( )pcs L n−
H 投影于噪声子空间 ( )Nspan U 上得到 ( )pL nspan −U ，将 ( )pN L nspan −−U U 定义为改进的噪声子空间。通

过该方式解决了由于快拍数的减小而导致的信号子空间与噪声子空间的非正交问题，实现了信号子空间与改进的

噪声子空间的正交化，如式(23)所示。  
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然后根据式(24)搜索伪谱峰值实现接收信号时延的估计：  
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( )( )p

2MUSIC
H
cs

1

N L n

P τ
τ −

=
−h U U

                             (24) 

将其转化为对目标函数求根的形式为：  

( ) ( )( )( ) ( )
p p

HH
N L n N L nf z z p z− −= − −p U U U U                           (25) 

式(25)的零点即对应接收信号的时延估计。  
综上所述，本文所提出的联合估计算法可以归纳为以下步骤： 
1) 根据接收信号判断快拍数与多径数之间的关系；  
2) 当 pn L≥ 时，根据式(15)对接收信号进行特征分解，得到互相正交的信号子空间和噪声子空间，求解式(20)

零点的位置得到时延的估计值；  
3) 当 pn L< 时，根据式(21)~(22)对接收信号进行重构，构造改进后的噪声子空间，利用改进后的噪声子空间

与信号子空间的正交关系，求解式(25)零点的位置得到时延的估计值。  

3  仿真实验  

为了验证本文算法在不同条件下的性能优劣，采用蒙特卡罗实验将本文算法在单快拍与多快拍的条件下进行

性能对比。定义信噪比 SN
2

2

10lgR =
Y
W

，蒙特卡罗仿真次数为 200 次，均方误差可以定义为：  

   
200

2

1

1 ˆ
200i i i

i
RMSE τ τ

=

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑                                (26) 

式中 i 表示第 i 次蒙特卡罗仿真实验。  
仿真 1：假设多径接收信号的多径数 p 2L = ，到达时间分别为 1=200 nsτ , 2 =400 nsτ 。首先在单快拍的条件下

进行实验，通过 200 次蒙特卡罗实验得到时延的估计值，然后根据式(26)计算不同算法的均方误差。单快拍条件

下 2 条径的均方误差随信噪比变化如图 1、图 2 所示。由图可以看出在单快拍条件下，Root-MUSIC 算法远低于  
本文算法，这是因为在单快拍条件下，Root-MUSIC 算法特征分解得到的范德蒙矩阵缺秩，导致信号子空间与噪

声子空间非正交，因此估计精确度很低，甚至不能正确估计。本文算法首先构造新的噪声子空间，然后根据改进

噪声子空间与信号子空间的正交性利用子空间法得到高精确度的时延估计。  
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仿真 2：假设多径接收信号的多径数 p 2L = ，到达时间分别为 1=200 nsτ , 2 =400 nsτ 。此时快拍数设置为 5，在

多快拍的条件下进行实验，通过 200 次蒙特卡罗实验得到时延的估计值，然后根据式(26)计算不同算法的均方误

差。多快拍条件下 2 条径的均方误差随信噪比变化如图 3、图 4 所示。由图可以看出在多快拍条件下，本文算法

精确度高于 OMP 算法。这是因为在多快拍条件下，OMP 算法多次采样得到具有相似稀疏结构的数据，在重构过

程不能正确挑选出合适的原子，导致估计结果的不准确。本文算法通过对目标函数求解得到高精确度的时延估计。 
通过对比不同条件下的算法均方误差随信噪比的变化图，从图 1~图 4 可以看出，多快拍下的时延估计的

RMSE 小于单快拍下的时延估计的 RMSE。本文算法的 RMSE 随信噪比增加而逐渐降低，这是由于噪声对时延估

计精确度的影响逐步降低。仿真说明本文算法在单快拍与多快拍条件下均具有较高的时延估计精确度，是一种鲁

棒性强的高精确度时延估计算法。  

4  结论  

在时延估计问题中，现有子空间算法在单快拍测量的条件下，降低有效带宽导致估计性能差；压缩感知类方

法在多快拍测量的条件下，多次采样得到相似的稀疏结构导致估计精确度低。针对现有算法应用鲁棒性不强的问

题，本文提出了一种在单快拍与多快拍条件下均有较好估计效果的压缩感知子空间估计算法，实现了同一算法不

同条件下的高精确度时延估计，当快拍数少于多径数时，本文算法的估计精确度与 OMP 算法相当，而当快拍数

多于多径数时，本文算法的估计精确度与 ROOT-MUSIC 算法相当。仿真结果表明本文算法性能优越，鲁棒性强。  
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