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摘  要：针对Oldham RC分形链类的电路特征，给定初始阻抗，采用3种方法理论推导Oldham

分形链类阻抗函数解析表达式，并对比分析各求解方法。根据Oldham分形链分抗逼近电路的连分

式表示和连分式三项递推公式，引入阻抗函数新的数学表示形式：连分式三项递推矩阵。通过分

析Liu-Kaplan标度迭代电路和标度方程，推导出2种Liu-Kaplan分形链类阻抗函数的数学表示形式。

通过理论验证和实验仿真对比不同分数阶下的阻抗函数表达式和频域特征与运算特征曲线。 
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 Immittance functions solution of Oldham fractal Chain and Liu-Kaplan fractal 

chain fractance 
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Abstract：A iming for the circuit characteristics of the Oldham RC fractal chain, the analytical 

expressions of Oldham RC fractal chain impedance function are deduced by using three methods at given 

initial impedances. Then, the solution methods are compared and analyzed. According to the continued 

fractional representation of the approximation circuit of Oldham fractal chain fractance, and the three-term 

recurrence formula of continuous fraction, a new mathematical representation of impedance function is 

introduced: continuous fractional three-term recursion matrix. By analyzing the Liu-Kaplan scaling 

iteration circuit and the scaling equations, two mathematical representations of the impedance functions of 

Liu-Kaplan fractal chains are deduced. Theoretical and experimental simulations compare the impedance 

function expressions and frequency characteristics of different fractional orders. 

Keywords：fractional calculus；fractal fractance；iterating circuit；scaling extension；irregular scaling 
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Oldham 是在 20 世纪 70 年代初引进在低频段具有半阶积分运算性能的一种规则分形链结构——Oldham Ⅰ型

分形链电路 [1-4]。文献[5]通过对偶原理提出同样具有负半阶运算性能的Ⅱ型、Ⅲ型、Ⅳ型分形链电路，构成 Oldham

分形链类分抗逼近电路 [5-9]，并使用归一化原型电路和迭代电路模型建立起简洁的数学描述。Oldham Ⅰ型和Ⅳ

型分形链电路在低频段具有负半阶运算性能，Oldham Ⅱ型和Ⅲ型分形链电路在高频段具有负半阶运算性能。  

1985 年，Liu 根据规则康托分形棒电极，建立了一个可获得任意 (0 1)   阶积分运算的双支树 RC 串-并联

结构电路模型——Liu 分形树分抗逼近电路。Kaplan 根据 Liu 分形树电路阻抗函数的连分式表达形式，将其转化

成等价的 RC 分形链电路模型——Liu-Kaplan Ⅰ型分形链电路 [10-12]，调节电路中的电阻递进比(α)与电容递进比(β)

在低频段可获得任意 (0 1)   阶积分运算性能。  

文 献 [7]对 比 分 析 Oldham Ⅰ 型 分 形 链 和 Liu-Kaplan Ⅰ 型 分 形 链 分 抗 逼 近 电 路 ， 将 具 有 半 阶 运 算 性 能 的

Oldham 分形链类分抗逼近电路，类比拓展获得具有任意 (0 1)   阶运算性能的新型 Liu-Kaplan 分形链类分抗

逼近电路和对应的新型 Liu-Kaplan 标度方程。4 种新型 Liu-Kaplan 分形链分抗与对应 Oldham 分形链分抗的运

算有效频段一致。  
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在理论上分析与研究 Oldham 分形链类与 Liu-Kaplan 分形链类分抗逼近电路的运算特征和逼近性能，必须获

得电路阻抗函数表达式。本文将用连分式展开法、传输参量矩阵法、连分式三项递推矩阵分解法，求得 Oldham

分形链类电路的阻抗函数；用标度迭代矩阵法、连分式三项递推矩阵法求得 Liu-Kaplan 分形链类电路的阻抗函

数。首先用阻纳函数统一描述互为对偶的电路；接着用 3 种方法推导电路的阻抗函数解析表达式，重点论述连分

式三项递推矩阵；最后从 Liu-Kaplan 标度方程出发，用 2 种方法求解 Liu-Kaplan 分形链类分抗逼近电路。  

1  Oldham 分形链类分抗逼近电路的阻抗函数求解 

1.1 Oldham 分形链类分抗的数学描述——迭代电路和迭代方程 

Oldham Ⅰ型分抗逼近电路(如图 1 所示)的输入阻抗序列为   kZ s kN， ，在给定初始阻抗 0( )Z s 时，由迭

代公式算出：  
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令：  
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   ， ，                                 (2) 

式中：R 代表电阻值；C 代表电容值；s 是拉普拉斯变量；w 称为归一化运算变量； ( )ky w 是归一化阻抗函数。得

到归一化迭代公式  

 1

1

1
( ) ( ) 1

1

( )

k k

k

y w F y w k
w

y w





   


N，                             (3) 

式(3)在数学上完全表征了 Oldham Ⅰ型分形链电路结构特点和运算性能。  
 

 

对于 Oldham Ⅱ型，根据电路并串联结构特点，其归一化输入导纳序列  ( )ky w 由迭代公式得出：  
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式(3)、(4)在形式上相近，数值仿真中也便于分析与比较。同理，Oldham Ⅲ型和Ⅳ型分形链电路的运算性

能分别用阻抗函数与导纳函数表征。4 种 Oldham 分形链的迭代方程罗列于表 1 之中。  

1.2 连分式展开与阻纳函数的解析表示 

根据 Oldham Ⅰ型分抗逼近电路的串并联结构特点，在初始阻抗 0 ( ) 1y w  时，对于 k 节归一化原型电路，输

入阻抗函数序列的连分式表示为：  
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根据文献[4,13-15]中的连分式等价代换(Wall 恒等式)，可简化得到：  
 
 

Fig.1 Fractance approximation circuit of OldhamⅠfractal chain 

图 1 OldhamⅠ型分形链分抗逼近电路 

R R R 

Zk(s) Z0(s) 1/Cs 1/Cs 1/Cs 

(a) prototype circuit 
··· 

··· 

(b) prototype circuit(normalized) 
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(c) iterative circuit(normalized) 
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进一步可得：  
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式中 OI ( )y w 是归一化 Oldham Ⅰ型分抗逼近电路的极限阻抗，并有  

0
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1
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                                   (8) 

由式(8)可知，Oldham Ⅰ型分形链电路在低频段具有半积分运算性能。Oldham 分形链类的阻纳函数解析表

示罗列在表 1 之中。  

1.3 传输参量矩阵与阻抗函数求解 

Oldham Ⅰ型对称分形链电路(图 2(a))由 k 个相同的 T 型基本节(图 2(b))级联而成。根据传输参量矩阵理论，

可得 T 型双口网络的传输参量矩阵：  
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式中 A,B,C,D 称为 T 型双口网络的传输参数。  

令
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， ，则对称 T 型双口网络的传输参量矩阵为：  
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(a) prototype circuit (b) basic section 

Fig.2 Symmetric OldhamⅠfractal chain circuit and the basic section 

图 2 对称 OldhamⅠ型分形链电路及基本节 

basic section 

表 1 Oldham 分形链分抗类电路的数学描述 
Table1 Mathematical description of Oldham fractal chain class circuits 
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有限 k 节对称 Oldham Ⅰ型分形链总的传输参量矩阵为：  
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显然，输出端开路( 0 1 0 10 0 0a a b b   ， 或 )、短路( 0 1 0 10 0 0b b a a   ， 或 )时的输入阻抗函数分别为：  
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根据对称 Oldham Ⅱ型分型链电路(图 3(a))结构特点，将每个内部电阻分成 2 个电阻并联的形式，构造得出

基本节如图 3(b)所示，基本节之间相互级联。Oldham Ⅲ型、Ⅳ型同理可构造出相应的对称电路及基本节。表 1

分别给出了 4 种 Oldham 分形链电路对称基本节的传输矩阵。  

1.4 连分式三项递推矩阵与阻抗函数求解 

在数学上，对于任意一个连分式 [13-14] 
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若定义 1 1 0 0 01 0, , 1P Q P b Q    , ，则有三项递推公式：  
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可写成矩阵形式  
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根据 Oldham Ⅰ型分抗逼近电路的连分式(式(5))，对比式(17)可知 ,i ia b 与电路元件有如下对应关系：  

1
1 1,2, ,i i

i
a b i k

w i


  




，为偶数
， ，

，为奇数
                          (18) 
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(a) prototype circuit 
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(b) basic section 

Fig.3 Symmetric OldhamⅡfractal chain circuit and the basic section 

图 3 对称 OldhamⅡ型分形链电路及基本节 
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式中
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  ， 。 称为 Oldham Ⅰ型分形链分抗的连分式三项递推矩阵，矩阵  的行列

式 det 0 ， 可以分解为 1=  UΛU ( Λ 为  的特征值 λ 构成的对角矩阵，U 为 λ 对应的特征向量构成的矩阵， 1U
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式中 1 和 2 互为倒数。令 1=  ，有 2 =1/  ， 1,2 分别对应特征向量：  
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由式(19)得 2( 1)w    ，代入式(21)得到简化的特征向量：  

   1 21, ( 1) / 1, 1     ，u u                               (22) 

由此得到矩阵 U 和 Λ ： 

1 1 0

1 1
1 0


 
 

   
       
      

，U Λ                                (23) 

进而得到  
2 1 2

1
2 2

1 ( 1) / ( 1)1

( 1) ( 1)( 1)

k k
k k

k k k k

   
     


    

        
  U Λ U                  (24) 

将式(24)代入式(19)，可得输入阻抗函数  
2 2

2 1

1 1
( )

1 1

k

k k
y w


 






 

 
                                  (25) 

令
1

=
1

t

t
 


，且 1

4

w
t   ，代入式(25)，得  

1 1 4 1
( ) 1 tanh acosh 1

2 2 2 2k

w
y w k

w

                
                          (26) 

式(26)与式(7)在形式上完全一致，即为 Oldham Ⅰ型分形链阻抗函数解析表达式。  

1.5 运算特征与初始阻抗  

分抗逼近电路的阻纳函数 ( )ky w 在一定频率范围内近似理想分数阶算子 w ，即  

( )y w w                                         (27) 

令 j 10w    R，  
j /2(j 10 ) (j 10 ) =10 eky                                         (28) 

式中： 是频率指数变量； j 1  。则阻抗函数  j 10ky  在频域可分解为以下特征函数：  

幅频特征函数：  

( ) lg (j 10 )k ky     R，                                  (29) 

相频特征函数：  

   ( ) arg j 10k ky     R，                                 (30) 

阶频特征函数：  

 
d ( )

( )
d

k
k

 
  


 R，                                   (31) 

运算特征由阶频特征 ( )k  与相频特征 ( )k  表征 [5]。  

初始阻抗 0( )y w 及电路结构要求：  

1) Oldham Ⅰ型、Ⅱ型分形链分抗初始阻抗 0( )=1y w ，Oldham Ⅲ型、Ⅳ型分形链分抗初始阻抗 0 ( )=1/y w w 时，

可从连分式出发求得阻纳函数解析表达式。表 1 给出了 Oldham 分形链分抗 4 种情形的解析表达式。  
 



第 3 期      高小龙等：Oldham 分形链与 Liu-Kaplan 分形链分抗的阻纳函数求解      479 
 

2) 电路结构对称的双口网络，这种情形采用传输矩阵的三角函数表示，在任意初始阻抗能得到解析表达式。

当输出端开路、短路时，能得到双曲函数形式的解析表示。  

3) 矩阵进行特征值分解得到的对角矩阵容易求出原矩阵的 k 次幂，进而求得阻抗函数解析表示。标度迭代

矩阵、连分式三项递推矩阵等可以进行特征值分解，在给定任意初始阻抗条件下获得阻抗函数 yk(w)的解析表达

式。当输出端开路、短路、初始阻抗 yk(w)=1 时，能得到双曲函数形式的解析表示。  

图 4 是根据式(26)，在初始阻抗为 0( )=1y w 时，Oldham 分形链类电路的阶频特征曲线(实线表示阻纳函数随着

迭代次数 k 变化的阶频特征曲线，虚线表示 = 1/2  的阶频特征曲线)。由图 3 可知，Oldham Ⅰ型和Ⅲ型阻抗函

数具有负半阶运算性能，Oldham Ⅱ型和Ⅳ导纳函数具有正半阶运算性能。  

2  Liu-Kaplan 分形链类电路的阻纳函数求解 

根据 Liu-Kaplan Ⅰ型分形链分抗归一化迭代电路(见图 5)，得到 Liu-KaplanⅠ型分形链分抗归一化迭代方程——标

度方程： 

1
( ) 1 1

1
( )

y w
w

y w

  

 

    


，                               (32) 

2.1 标度迭代矩阵法  

式(32)对应的 Liu-Kaplan Ⅰ型分形链分抗标度迭代公式为： 

-1 1 1 1

-1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) 1+

1 ( ) ( ) ( ) ( )
k k k k k

k
k k k k

y w D w wN w N w N w
y w

wy w D w wN w D w

      
    

  

 

 
  

 
                (33) 

写成矩阵形式 
1

0 0

00 0

( ) ( ) ( )
= =

( ) ( ) ( )

k kk
k

k ik k
k i

N w N w N w

D w D w D w

 
 





    
    

     
                              (34) 

式中
1

0

1
= =

1

ik

k i i i
i

w

w

 






 
 
 

  ， 。 i 为 Liu-Kaplan Ⅰ型分形链分抗逼近电路的第 i 节标度迭代矩阵。 

当给定初始阻抗 0 ( )Y w 时， 0 ( )Y w 是否等于 0 ( )kY w ？根据 Liu-Kaplan Ⅰ型分形链分抗迭代电路可知： 

当 k=1 时，初始阻抗 0 0( )= ( )Y w Y w  ；  

当 k=2 时，初始阻抗 2 2
0 0( )= ( )Y w Y w  。 

 

Fig.4 Order-frequency characteristics curves of Oldham fractal chain class circuits 
图 4 Oldham 分形链类电路的阶频特征曲线 

(a) typeⅠand type Ⅲ(impedance) 

typeⅠ(impedance) k=1 4 16 64 256 1 024 

-8      -6      -4      -2       0       2       4      6 
  

k=1 4 16 64 256 1 024 
typeⅢ(impedance) 

0

-0.5

-1.0

(
)

k




 

(
)

k




 

-8      -6      -4      -2       0       2       4      6 
  

0

-0.5

-1.0

type Ⅳ(admittance) 

type Ⅱ(admittance) 

k=1 4 16 64 256 1 024 

1 024 256 64 16 4 k=1 

(b) typeⅡand type Ⅳ(admittance) 

Zk(s) 

R aR ak-1R 

Z0(s) 1/Cs 1/βCs 1/βk-1Cs 

(a) prototype circuit 

y0(w) 

(b) prototype circuit(normalized) 

yk(w) 

1 1 1 

1/w 1/βw 1/βk-1w 

(c) iterative circuit 

 
1 

1/w yk(w) ayk-1(σw) 

Fig.5 Fractance approximation circuit of Liu-KaplanⅠfractal chain 

图 5 Liu-KaplanⅠ型分形链分抗逼近电路 
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以此类推，k 阶电路的初始阻抗 0 0( )= ( )k kY w Y w  ，即 0 0( )= ( )/k kY w Y w  。表 2 给出 Liu-Kaplan 分形链分抗不

同初始阻抗 0 ( )Y w 经过 k 次迭代的 0 ( )kY w 值。 

2.2 连分式三项递推矩阵法 

根据 Liu-Kaplan Ⅰ型分形链分抗电路模型或归一化迭代方程，写出阻抗函数的连分式： 

 
1

0

1 1
( )=1

1 ( )k k ky w
w w L w y w

  
   

   
                            (35) 

由式(17)和式(35)，可得 Liu-Kaplan Ⅰ型分形链分抗的连分式三项递推矩阵 
1

0 0

00 0

( ) ( ) ( )
= =

( ) ( ) ( )

k kk
k

k ik k
k i

N w N w N w

D w D w D w

 
 





    
    

     
                              (36) 

式中：
1

0

1
=

1

ik

k i i i
i

w

w

 






 
  

 
 ，   。式中 i 称为 Liu-Kaplan Ⅰ型分形链分抗的第 i 节连分式三项递推矩阵。 

连分式三项递推矩阵算法给定初始阻抗 0 ( )y w ，经过 k 次迭代得到的 0 ( )ky w ，与标度迭代矩阵法的 0 ( )ky w 相

同(见表 2)。表 3 罗列了 Liu-Kaplan 分形链分抗类的标度方程(阻纳形式)及标度迭代矩阵、连分式三项递推矩阵。 

3  结论  

本文从不同角度推导出 Oldham 及标度 Liu-Kaplan 分形链分抗类电路阻纳函数的不同算法，数值仿真验证

了 Oldham 与 Liu-Kaplan 分形链类电路的分数阶运算性能。Oldham 分形链类的阻抗函数均具有-1/2 阶分数阶运

算性能，Liu-Kaplan 分形链类电路能够获得任意分数阶运算性能( Liu lg / lg    ，称之为 Liu 氏阶)。文中使用

的连分式递推矩阵算法从连分式和代数运算角度出发，经过连分式三项递推公式得到矩阵算法，与归一化迭代矩

阵公式有细微差别，但在数值仿真及分析中没有差别。Liu-Kaplan 分析链类电路有多种数值求解方法，但是解

析解该如何推导将是接下来工作研究的重点。  

表 2 k 次迭代的 0 ( )kY w  

Table2 0 ( )kY w after iteration by k times 

initial impedance 0 ( )Y w  
scaling iterative matrix method continued fractional three-term recursive matrix method 

0 ( )kN w  0 ( )kD w  0 ( )kN w  0 ( )kD w  

resistance 0r  0r  k  0r   k  

capacitance 0c  1  0
kc w   1  0

kc w  

resistor series capacitor 0 0r c  0 01+ r c w  
0

k c w   0 01+ r c w  
0

k c w  

resistor parallels capacitor 0 0/ /r c  0r   0 0(1 )k r c w    0r   0 0(1 )k r c w   

表 3 Liu-Kaplan 分形链分抗类电路基本数学特点 

Table3 Basic mathematical characteristics of Liu-Kaplan fractal chain class circuits 

type scaling expansion scaling equation scaling iterative matrix 
continued fractional 

three-item recursive matrix 
instructions 

type Ⅰ  positive proportion expansion 
1

( ) 1
1

( )

y w
w

y w 

 


  1

1

i

i

w

w

 



 
 
  

 
1

1

i

i

w

w

 



 
 
  

  1< < =    

type Ⅱ  inverse proportion expansion 

1
ˆ( ) 1

1 1

ˆ

y w

ww
y


 


 
 
 

  i

i

w w

w

 



 
 
  

 
1 i

i

w w

w w

 



 
 
  

 
1 1

0 1
 

    

type Ⅲ  inverse proportion expansion 

1 1
( )

1
1

1

y w
w

w
y

 

 


 
 
 

  i iw

w w

 


 
 
  

 
1 i iw
w w w

 
 

 
 
  

  ( )ky w  

type Ⅳ  positive proportion expansion 
1

ˆ( )
1

1
ˆ( )

y w w

y w




 


  1

1

i iw w 


 
 
  

 
11

1

i iw w 
 
 
 
 

  ˆ ( )ky w  

notes 

normalized arithmetic variable: w RCs s   w RCs s   
 : resistive progressive ratio β: capacitive progressive ratio 

   : scale factor 
i denotes the i th iteration 
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