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摘  要：为获得布尔函数的紧凑逻辑表示，进而改善综合所得电路的质量，提出一种混合

Reed-Muller 和对偶 Reed-Muller(RM-DRM)逻辑模型。基于海明距离对立方体集合进行划分来构建

函数的混合 RM-DRM 逻辑表示，并利用对偶原理借助 EXORCISM-4 工具对混合 RM-DRM 逻辑进

行化简。最后将混合 RM-DRM 逻辑作为结构表示模型应用于可逆电路综合。实验结果表明，与

采用 RM 逻辑作为表示模型相比，混合 RM-DRM 逻辑模型的采用可以降低某些函数综合所得可逆

电路的量子成本，并且能够降低 RevLib 库中的 134 个函数综合所得可逆电路的平均量子成本。 
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Mixed RM-DRM logic and its application in reversible circuit synthesis 
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Abstract： A mixed Reed-Muller and Dual Reed-Muller(RM-DRM) logic model is proposed to 

achieve a more compact logic representation for a Boolean function and improve the quality of the 

synthesized circuit. The mixed RM-DRM logic representation for a Boolean function is constructed by 

using Hamming distance based cube cover partitioning, and is optimized by using EXORCISM-4 tool on 

the basis of duality principle. Being used as a structural representation model, the mixed RM-DRM logic is 

applied to reversible circuit synthesis. The experimental results show that compared to the Reed-Muller 

logic model, the mixed RM-DRM logic model can reduce the quantum cost of the synthesized reversible 

circuits for some functions, and can reduce the average quantum cost of the synthesized reversible circuits 

for the 134 functions from RevLib benchmark suite. 
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Reed–Muller(RM)逻辑是由异或运算连接一组乘积项的逻辑表示，与由或运算连接一组乘积项的逻辑表示相

比，对于算术、校验以及通信等电路具有面积上的优势，并能够实现具有通用测试集的可测试性电路设计 [1]。

近年来 RM 逻辑也在信息安全领域的电路，如 AES 加密电路中的 S 盒电路 [2]、基于 FinFET 的安全绝热电路 [3]

等设计中得到了实际应用。可逆计算是信息无损的计算模式，在纳米技术、光计算、极低功耗电路设计等新兴

技术领域有着重要应用 [4]。由于门运算的固有可逆性，可逆逻辑成为量子计算机的基本组成形式以及量子电路

模型的核心部分 [5]，可逆电路综合也被视为量子电路综合中的一个必要阶段 [6]。异或运算是可逆计算和量子计

算的基本构件，特别是 RM 逻辑的乘积项可以直接映射为混合极性多控制 Toffoli(Mixed-Polarity Multiple-

Control Toffoli，MPMCT)门，因此，RM 逻辑作为结构表示模型 [7]在可逆电路以及量子电路的综合与设计中也得

到了应用 [6−7]。文献[8]研究了 RM 逻辑与布尔量子运算之间的直接对应关系，并将量子电路表示为 RM 展开式

形式，随后文献[9]使用 RM 逻辑最一般化的表示形式—积之异或和(Exclusive-Sum-Of-Products，ESOP)展开作

为结构表示模型进行可逆电路的综合。可逆电路所实现的函数必须是双射，并且可逆电路中不允许直接使用扇

出或反馈 [10]，在进行可逆电路综合时应该遵循这些限制。从可逆电路综合方法所采用的函数表示模型来看，除

基于 RM 逻辑模型的综合方法外，还有基于轮换 [11]、基于真值表 [12]以及基于决策图 [4,13]的综合方法。与基于群  
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论和基于真值表的综合方法相比，基于 RM 逻辑模型的可逆电路综合方法具有两个方面的优势，一是由于 RM

逻辑表示模型比较紧凑，能够处理较大规模的函数，因此具有较好的可扩展性；二是无需事先将不可逆函数嵌

入到可逆函数 [7]，因此具有相对较高的时间效率，因为将不可逆函数嵌入到可逆函数的最优嵌入问题是 coNP 难
[14]问题。与基于决策图的综合方法相比，使用 RM 逻辑作为结构表示模型进行可逆电路综合所得电路虽然具有

较高的量子成本，但所需的量子位硬件资源相对较少，因为对于一个 n 输入 m 输出的函数，基于 RM 逻辑模型

的可逆电路综合方法使用 n m 条线来综合可逆电路 [9]，因此量子位数也为 n m ，而基于决策图的可逆电路综

合方法却因决策图中结点的广泛共享导致了大量辅助线的采用，使得某些函数综合所得可逆电路的量子位数要

远远大于 n m 。  

对偶 RM(DRM)逻辑是 RM 逻辑的对偶表示形式，对于不同的函数，其 RM 逻辑表示与 DRM 逻辑表示可能

具有不同的复杂度，这导致由这两种逻辑表示综合所得电路的成本也有所不同 [15]。如果将一个函数同时 采 用

RM 逻辑与 DRM 逻辑进行表示，则有可能获得成本较低的电路。本文提出用于表示布尔函数的混合 RM-DRM

逻辑模型，介绍了混合 RM-DRM 逻辑的构建与化简方法。将混合 RM-DRM 逻辑作为结构表示模型应用于可逆

电路综合，给出了基于混合 RM-DRM 逻辑模型的可逆电路综合方法，并使用 RevLib 库中的函数 [16]对综合方法

进行了验证。  

1  混合 RM-DRM 逻辑及其化简 

1.1 混合 RM-DRM 逻辑模型  

对于具有 n 个输入变量  1ix i n≤ ≤ 、 m 个输出变量  1jf j m≤ ≤ 的布尔函数 F ，其 RM 逻辑表达式为：  
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,1 ,2 ,, , ,u u u u mb b b   B  ，  , 0,1u jb  为表达式系数，如果 , 1u jb  ，则表示 uT 属于函

数输出 jf ，如果有多个 , 1u jb  ，则说明 uT 被多个函数输出共享。  

对于 n 输入、 m 输出的布尔函数 F ，其 DRM 逻辑表达式为：  
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式中：“  ”表示同或运算 ；
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   为和项； r 为和项的个 数；
T

,1 ,2 ,, , ,u u u u ma a a   A  ，  , 0,1u ja  为表 达式系

数，如果 , 0u ja  ，则表示 uS 属于函数输出 jf 。  

定义 1  混合 RM-DRM 逻辑是函数的 RM 逻辑与 DRM 逻辑混合表示形式，包括 RM 逻辑部分与 DRM 逻

辑部分，其逻辑表达式为：  
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式(3)中符号的含义与式(1)、式(2)中符号的含义相同，对于混合 RM-DRM 逻辑，其包含的项(乘积项或者和

项)数为 +r t 。  

1.2 混合 RM-DRM 逻辑的构建  

定义 2  给定函数 F ，要构建其混合 RM-DRM 逻辑，就是将函数 F 分解为 2 个不相交的函数 G 和 H ，并

且满足 = F G H ，其中 G 采用 RM 逻辑表示， H 采用 DRM 逻辑表示。  

根据定义 2，混合 RM-DRM 逻辑的构建转化为函数的分解问题，并要求分解后的函数 G 适合采用 RM 逻辑

来进行表示，而函数 H 则适合采用 DRM 逻辑来进行表示。函数 G 与函数 H 既可以是完全规定函数，也可以是

不完全规定函数，本文仅讨论函数 G 与函数 H 都为完全规定函数的情形。  

由于函数的立方体表示具有相对较高的效率 [17]，因此本文使用立方体集合表示函数。立方体与乘积项或者

和项相对应，采用位置标记法的立方体表示为：  

,1 ,2 , ,1 ,2 ,, , , | , , ,n mi i i o o o   c c c c c cc                                     (4) 

其中的 ,lic 与 lx


相对应， , joc 与 jf 相对应。对于积之和 (Sum-Of-Products，SOP)表示与 RM 表示，  , 0 1li  c ，， 对  
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应  , ,l l lx x x 

，如果 , =1joc ，则表示 c 对应的乘积项属于 jf 。对于和之积 (Product-Of-Sums，POS)表示与 DRM

表示，  , 1,0li  c ， 对应  , ,l l lx x x 
，如果 , =0joc ，则表示 c 对应的和项属于 jf 。  

定义 3  立方体间的距离指的是输入变量在 2 个立方体中以不同形式出现的个数，使用 ,Da b 表示立方体 a 与

b 间的距离，计算公式为 [17]：  

 , , ,
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= 1
n

l l
l
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

a b a b                                       (5) 

由于 RM 逻辑常由函数的 SOP 表示获得，而 DRM 逻辑常由函数的 POS 表示获得 [15]，因此如果给定函数

F 的 SOP 表示，则先识别出其中适合采用 RM 逻辑表示的部分 G (RM 逻辑部分)，剩余的部分 = H G F 则视为

适合采用 DRM 逻辑表示的部分(DRM 逻辑部分)；如果给定函数的 POS 表示，则先识别出 DRM 逻辑部分 H ，

剩余的部分 = G H F 则视为 RM 逻辑部分。下面以给定函数的 SOP 表示为例说明混合 RM-DRM 逻辑的构建。  

为能较好地识别出给定函数中的 RM 逻辑部分，本文先由函数的 SOP 表示获得一个初始 RM 覆盖，然后根

据立方体距离对初始 RM 覆盖进行划分。构建混合 RM-DRM 逻辑的步骤如下：  

1) 采用文献[18]中的方法得到函数 F 的一个初始 ESOP 覆盖，并将其作为初始 RM 覆盖 C ；  

2) 将 C 中满足 , =1Da b 或者 , =2Da b 的立方体 a 与 b 划分在立方体集合 1C ， 1C 为 RM 逻辑部分，剩余的立方体

划分在 2 1= \C C C ， 2C 则用来作为 DRM 逻辑部分；  

3) 对 RM 覆盖 2C 中的立方体进行不相交运算处理，得到 SOP 覆盖 2C ，然后再将 2C 视为完全规定函数 H

的 ONSET 覆盖，计算其 OFFSET 覆盖，并对 OFFSET 覆盖进行不相交运算得到 POS 覆盖 2C ；  

4) 由于 1 2 =C C C , 1 2 = C C , 2 2C C ，因此覆盖 1C 是完全规定函数 G 的 RM 逻辑表示，覆盖 2C 则是完全

规定函数 H 的 DRM 逻辑表示。  

尽管可以将步骤 2)中的 2C 作为 DRM 逻辑部分，但是此时 2C 实际上仍是 RM 覆盖，需要将其转换为 DRM

覆盖。由于 DRM 逻辑常由函数的 POS 表示得到，因此在步骤 3)中先将 2C 转换为 SOP 覆盖，然后再由 SOP 覆

盖计算得到 POS 覆盖。由于不相交 SOP 覆盖可以视为一个 RM 覆盖，不相交 RM 覆盖同样也可以视为一个

SOP 覆盖，因此对 RM 覆盖 2C 中的立方体进行不相交运算 [19]处理后，即可得到 SOP 覆盖 2C 。  

上述函数分解方法的依据是： 1C 是函数 G 的 RM 覆盖，其中包含了距离为 1 或 2 的立方体，可以使用立方

体变换进行化简 [17]，因此得到的函数 G 适合采用 RM 逻辑表示。 2C 是函数 H 的 RM 覆盖，尽管其中立方体间

的距离均大于 2，但是其 POS 覆盖中应该包含距离为 1 或者 2 的立方体，也可以使用立方体变换进行化简，因

此得到的函数 H 适合采用 DRM 逻辑表示。故先对覆盖 2C 中的立方体进行不相交运算得到不相交 SOP 覆盖

2C ，然后再由 2C 得到函数 H 的 DRM 覆盖 2C 。  

1.3 混合 RM-DRM 逻辑的化简与等价性验证  

在将函数 F 分解为 2 个不相交的函数 G 和 H ，并分别得到函数 G 的 RM 覆盖 1C 以及函数 H 的 DRM 覆盖

2C 后，可以使用 RM 逻辑最小化工具分别对其进行化简。  

本文使用 EXORCISM-4 工具 [18]对函数 G 进行 RM 逻辑最小化，利用对偶原理借助 EXORCISM-4 工具对函

数 H 进行 DRM 逻辑最小化 [15,20]，从而实现函数 F 的混合 RM-DRM 逻辑化简。  

等 价性验 证是 逻辑化 简中 一个必 不可 少的阶 段， 本文使 用基 于二元 决策 图的等 价性 验证方 法 [17]进行混合

RM-DRM 逻辑与原始函数的等价性验证。  

2  混合 RM-DRM 逻辑在可逆电路综合中的应用 

将 RM 逻辑作为结构表示模型进行可逆电路综合时，其中的乘积项可以直接映射到 MPMCT 门。而使用

DRM 逻辑作为结构表示模型进行可逆电路综合存在一些缺点：一是无法将其中文字数大于 2 的和项直接映射为

可逆逻辑门，因为目前暂时没有控制线数大于 2 的或型可逆逻辑门，二是由于每一个同或运算要转换为异或运

算后再进行综合会增加一个 NOT 门，从而导致量子成本的增加。  

为使用混合 RM-DRM 逻辑作为结构表示模型进行可逆电路综合，在得到函数的混合 RM-DRM 逻辑化简结

果后，先利用对偶原理将其中的 DRM 逻辑表示转换为 RM 逻辑表示，即，根据 + 1i j i jx x x x  ，将式(3)中的和

项 转 换 为 乘 积 项 ， 根 据      + + 1i j k l i j k lx x x x x x x x     将 同 或 运 算 转 换 为 异 或 运 算 ， 从 而 将 式 (3)所 示 的 混 合  

 



第 6 期           卜登立：混合 RM-DRM 逻辑及其在可逆电路综合中的应用          1115 
 
RM-DRM 逻辑表示转换为式(1)所示的 RM 逻辑表示，然后再进行可逆电路综合。这样做的一个好处是可以借助

现有的基于 RM 逻辑模型的可逆电路综合中的方法将乘积项映射为 MPMCT 门。  

基于混合 RM-DRM 逻辑模型的可逆电路综合方法的步骤如下：  

1) 构建函数的混合 RM-DRM 逻辑；  

2) 使用 EXORCISM-4 工具对混合 RM-DRM 逻辑进行最小化；  

3) 将混合 RM-DRM 逻辑表示转换为 RM 逻辑表示，并进行等价性验证；  

4) 使用基于 RM 逻辑模型的可逆电路综合方法进行可逆电路综合。  

关于步骤 4)中的可逆电路综合方法可以使用当前文献中将 RM 逻辑作为结构表示模型的可逆电路综合方

法，本文采用文献[21]中的方法对基于混合 RM-DRM 逻辑模型的可逆电路综合方法进行验证。  

尽管文献[21]采用的是 ESOP 表示模型，但由于 ESOP 是 RM 逻辑最一般化的表示形式，同时为了描述方

便，也将 ESOP 表示模型称为 RM 逻辑模型。  

3  实验结果及分析 

基于混合 RM-DRM 逻辑模型的可逆电路综合算法采用 C 语言实现，在 Linux 下使用 gcc 编译器进行编译。

根 据文 献 [21]中 MPMCT 门 的量 子成本 计算 模型， 使用 基于混 合 RM-DRM 逻 辑模 型的 可逆 电路综 合算 法 对

RevLib 库中的 134 个函数 [16]进行了可逆电路综合。下面给出主要结果，并对结果进行分析，从而给出一些重要

结论。  

与文献[21]中直接使用 RM 逻辑作为结构表示模型进行可逆电路综合相比，采用混合 RM-DRM 逻辑作为结

构表示模型综合所得可逆电路：  

1) 对于一个 n 输入 m 输出的函数，其量子位数同样为 n m 。  

2) 在 134 个函数中，有 60 个函数其可逆电路的量子成本得以降低，62 个函数其可逆电路的量子成本有所

提高，12 个函数其可逆电路的量子成本相同。  

3) 有 25 个函数量子成本降低的比例超过了 10%，如图 1 所示，其中有 9 个函数量子成本降低的比例超过

了 20%，其中函数 urf4 量子成本降低的比例为 33.36%，函数 parity 量子成本降低的比例则高达 43.75%。  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

对于函数 parity，采用 RM 逻辑模型进行逻辑最小化得到的结果包含 16 个单文字乘积项，这 16 个乘积项

中变量的出现形式均为负极性( ix )，综合所得可逆电路的量子成本为 32；采用混合 RM-DRM 逻辑模型进行逻

辑最小化，并利用对偶原理转换为 RM 逻辑表示所得到的结果包含 1 个常量乘积项和 16 个单文字乘积项，其中

仅有 1 个乘积项包含负极性的变量，综合所得可逆电路的量子成本为 18。这是因为对于一个 MPMCT 门，当其

所有控制线均为负控制线时，其 NCV 实现的量子成本要有所增加 [6]。  

4) 尽管并不能使所有函数综合所得可逆电路都能够获得量子成本的降低，但从 134 个 RevLib 函数的平均

结果来看，混合 RM-DRM 逻辑模型的采用使得综合所得可逆电路的量子成本降低了 4.93%。  

与采用 RM 逻辑模型相比，采用混合 RM-DRM 逻辑模型能够降低综合所得可逆电路的量子成本的原因有

以下几个方面：  

1) 输出等价类中的立方体数量有所增加，当乘积项在多个函数输出之间的共享比较突出时，此因素有助于

降低量子成本。  

Fig.1 Improvement for the quantum cost of reversible circuits 
图 1 可逆电路量子成本改进结果 
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2) 乘积项在多个函数输出之间的共享有所减弱，当乘积项在多个函数输出之间的共享不明显时，此因素有

助于降低量子成本。  

3) 乘积项间的结构相似性有所提高，这有助于通过立方体聚类提取多个乘积项间的公因子 [21]，从而降低量

子成本。  

4) 乘积项中负极性变量的数量减少，这使得所有变量均为负极性的乘积项的数量减少，也减少了所有控制

线均为负控制线的 MPMCT 门数量，从而有助于降低量子成本。  

另外，在将多输出函数作为一个整体进行可逆电路综合时，由于可逆电路中不允许直接使用扇出，再加上

量子位硬件资源的限制，除现有的 n m 条线外，不再增加辅助线，而是使用电路中已有的线作为临时辅助线来

映射乘积项，并借助复制门(CNOT 门)使乘积项映射所得 MPMCT 门或可逆子电路在尽可能多的输出变量线(保

存函数输出变量状态的线)之间共享 [21]。尽管一个乘积项被多个函数输出共享，但如果电路中没有临时辅助线可

用，则无法借助复制门实现乘积项映射所得 MPMCT 门或可逆子电路的共享，因此乘积项在多个函数输出间的

共享度的增加并不一定意味着量子成本的降低。这也是为何当一个函数的最小混合 RM-DRM 逻辑表示中的乘积

项数比该函数的最小 RM 逻辑表示中的乘积项数多时，采用混合 RM-DRM 逻辑模型进行可逆电路综合却能够

降低该函数综合所得可逆电路的量子成本的一个原因。 

4  结论  

RM 逻辑与 DRM 逻辑互为对偶表示，将一个函数同时采用 RM 逻辑与 DRM 逻辑进行表示，有可能获得成

本较低的电路。本文提出了混合 RM-DRM 逻辑模型，介绍了混合 RM-DRM 逻辑的一种构建方法以及一种化简

方法。将混合 RM-DRM 逻辑作为结构表示模型应用于可逆电路综合，给出了基于混合 RM-DRM 逻辑模型的可

逆电路综合方法，并使用 RevLib 库中的函数对综合方法进行了验证。可逆电路综合的结果表明，与采用 RM 逻

辑作为表示模型相比，在不增加量子位数的前提下，采用混合 RM-DRM 逻辑模型能够降低某些函数综合所得可

逆电路的量子成本，并且将 134 个 RevLib 函数综合所得可逆电路的平均量子成本降低了 4.93%。降低可逆电路

的量子成本，有助于降低可逆电路的量子电路实现的计算复杂度。  

本文只是介绍了混合 RM-DRM 逻辑的一种构建方法以及一种化简方法，如何更好地识别函数中的 RM 逻

辑部分以及 DRM 逻辑部分，从而更好地构建混合 RM-DRM 逻辑，以及如何将可逆电路的量子成本作为标准来

指导混合 RM-DRM 逻辑的化简则是下一步的研究工作。  
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