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摘  要：针对多基地无源雷达中对单目标的定位问题，提出一种利用角度信息的加权最小二

乘定位算法。设计了基于角度的目标定位模型，并根据不同的角度测量噪声设计了加权矩阵，进

行了误差分析并推导了算法的 Cramer-Rao 界。仿真分析表明，本文算法优于同类算法，并且以 3

个接收站与一个外辐射源为例，给出了最佳位置配置建议。 
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Weighted least squares method for solving passive coherent 

location based on bearing 
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Abstract：To solve the problem of single target localization in multistatic passive radar, a weighted 

least square localization algorithm based on angle information is proposed. The target location model 

based on angle is designed, and the weighting matrix is designed according to different angle measurement 

noises. Then the error analysis is carried out and the Cramer-Rao bound of the algorithm is derived. The 

simulation results show that the proposed algorithm is superior to the same class algorithm, and the 

optimal location configuration is given by taking three receiving stations and one emitter. 
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无源雷达自身不发射信号，利用外辐射源探测目标。由于其隐蔽探测，造价不高，特别是具有反隐身的潜

质，近年来受到诸多学者关注。根据外辐射源和接收站数目的不同，无源雷达可分为双基地无源雷达和多基地

无源雷达。双基地无源雷达系统一般由一个外辐射源和一个接收站组成 [1]。多基地无源雷达系统由多个外辐射

源与一个接收站、一个外辐射源与多个接收站或多外辐射源与多接收站构成 [2]。一个外辐射源、目标和一个接

收站可以构成一个“探测对”，即构成解算目标位置的探测方程。不同的无源雷达系统各有优缺点 [3]，同样适用

于不同的应用场景。本文研究对象为多外辐射源和多接收站的多基地无源雷达。由于多基地被动雷达测量的参

数不同，定位的方法也不尽相同。常见的测量参数包括：信号能量 (Received Signal Strength，RSS)[4]、到达角

(Direction Of Arrival， DOA)[5–6] 、 到 达 频 率 差 (Frequency Difference Of Arrival， FDOA)和 到 达 时 间 差 (Time 

Difference Of Arrival，TDOA)[7–8]。根据参数测量的精确度要求和难易程度，基于 DOA 测量的无源雷达系统，

相比基于其他参数的无源雷达系统，在某些场合具有非常大的优势，如相比于基于 TDOA 的无源雷达系统，基

于 DOA 的无源雷达系统对时间同步的要求不高，随着测向理论的发展和电子技术水平的提高，DOA 估计精确

度和系统的复杂度方面都越来越容易满足应用的需要 [9–10]。传统的仅基于方位信息对辐射源位置估计方法，一

般采用统计方法得到目标位置的最优估计 [11]，如最大似然估计(Traditional Bearing-only Maximum Likelihood，

TBML)[12–13]。TBML 本质上是在高斯噪声假设下采用“方位测量的总体误差最小化”这一准则来完成对目标位

置的估计。  
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学 者 们 提 出了 具 有 代 表性 的 闭 环 解， 如 Stanfield 估 计 方法和 基 于 正 交向 量 (Orthogonal Vector， OV)方  

法 [14–15]。这些线性最小二乘算法很容易实现，但这些估计是有偏估计，且偏移量并不随方位测量数目的增加而

逐渐减小乃至消除 [14]。有些学者提出消除这些偏移的方法，包括辅助变量 (Instrumental Variable， IV)方法 [16]，

约束最小二乘(Constrained Least Squares，CLS)方法 [17]和总体最小二乘(Total Least Squares，TLS)[18]方法等。IV

方法的估计具有连续性、渐进无偏性，且估计值逼近克拉美罗下界(Cramér-Rao Lower Bound，CRLB)。文献[19]

已经证明 IV 方法的收敛性对初值和步长非常敏感。对于目标运动分析而言，CLS 方法是渐进无偏的。文献[18]

证明了 CLS 方法和 TLS 方法一样，实际上都是一种渐进最大似然估计，CLS 在计算量上低于 TLS 方法，但适

用性不如 TLS 广泛。当方位测量有很大误差时，CLS 和 TLS 方法估计目标位置时都会产生较大的均方误差

(Root Mean Square Errors，RMSE)。TBML[20]和非线性最小二乘估计方法也能消除闭环解的有偏估计，当测量数

目有限时，闭环解可能会得到一个比传统最大似然估计更小的 RMSE；但当方位测量数目足够多时，TBML 更

优于闭环解。在高斯分布噪声的前提下，TBML 的代价函数是目标位置非线性函数 [21]。TBML 中广泛应用类似

牛顿迭代法这样的梯度搜索法，但可能会收敛到局部最优。  

本文仅基于角度信息的多基地无源雷达对单目标定位方法，提出一种闭环解形式的加权最小二乘(Close-Form 

Weighted Least Squares，CFWLS)算法。根据定位场景，在建立的定位模型中，将部分未知变量作为已知变量进

行处理，使测量参数和目标位置之间伪线性相关。由于定位方程中存在未知多余变量，本文通过在方程两端同

时乘以特定矩阵的方法消除多余变量。在确定特定矩阵时，采用奇异值分解(Singular Value Decomposition，SVD)

方法。其后，根据噪声大小的不同，设计不同加权矩阵，提高无源雷达系统对目标的定位精确度。  

1  定位场景 

考虑一个三维的无源雷达对目标的定位场景，包括 M 个外辐射源以及 N 个接收站。第 i 个外辐射源的位置
T

T T T T, ,
i i i i

x y z   X ,( 1,2, ,i M  )是已知的，第 j 个接收站的位置
T

R R R R, ,
j j j j

x y z   X ,( 1,2, ,j N  )也是已知的，

而目标的位置  Tt t t t, ,x y zX 是未知的。本文场景有 3 个假设条件：a) 至少 3 个接收站都能收到每个辐射源的直

达波信号和目标的反射信号；b) 每个接收站都能够检测到进入接收站的目标回波信号，且能测量出所需的定位

参数；c) 每个接收站收到的信号已经进行配对处理。场景中对目标的定位过程为：外辐射源信号照射到目标，

然后被目标反射，其后进入到接收机，接收机对目标反射信号进行参数测量，根据定位算法得到目标的三维位

置。本文首先建立单外辐射源定位模型，然后扩展到多外辐射源。  

目标和第 i 个外辐射源的距离为：  

     2 2 2

tT T t T t T t T t=
i i i i i

R X X x x y y z z                             (1) 

目标和第 j 个接收站的距离为：  

     2 2 2

tR R t R t R t R t=
j j j j j

R X X x x y y z z                            (2) 

第 i 个外辐射源到第 j 个接收站之间的距离为：  

     2 2 2

T R T R T R T R T R=
i j i j i j i j i jbR X X x x y y z z                          (3) 

第 i 个外辐射源到坐标原点的距离以及第 j 个接收站到坐标原点的距离分别为：  
2 2 2

T T T T Ti i i i i
R X x y z                                  (4) 

2 2 2
R R R R Rj j j j j

R X x y z                                 (5) 

角度 ji 定义为：第 j 个接收站和目标连线方向与第 j 个接收站和第 i 个外辐射源连线方向的夹角。根据余

弦定理建立如下方程：  
2 2 2
tT T R tR T R tR2 cos

i i j j i j jb b jiR R R R R β                           (6) 

把式(2)~式(5)代入式(6)，得  

T 2 2 2
R T t R T R T T R tR

1
( ) ( ) ( cos )

2j i j i j i i j jb b jiX X X R R R R R                       (7) 

对于 N 个接收站，式(7)可写成矩阵形式：  
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ji t i i tRR ψ X z r                                     (8) 

式中：
1R T

R T
3

i

N i

T T
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T T
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X X
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z ；
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T R 1
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i

i N

b i

i

b Ni N

R
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r 。  

在式(8)中，目标的位置 tX 以及目标与第 i 个外辐射源的距离 tR j
R 都是未知的。采用 SVD 方法消除未知的

jtRR ，从而建立新的线性系统。式(8)两边同时乘以矩阵 iM ，得到线性方程：  

i i t i iM ψ X M z                                     (9) 

式中： T
i iM V D ， 1( ( ))i idiag D r ，V 由 ( I Z )进行 SVD 分解得到：  

T
T

T
T

( ) z

z

           




0

0 0

V
I Z U u U V

v
，

0 1 0

0 0 1

1 0 0
N N

 
 
 
 
 
 


   




Z ，则 T
i iV D r 为零。  

由第 i 个外辐射源方程过渡到 M 个外辐射源方程，得  

t AX b                                       (10) 

式中：
TT T T

1 1 2 2( ) ,( ) , ,( )M M   A M S M S M S ；
TT T T

1 1 2 2( ) ,( ) , ,( )M M   b M z M z M z 。  

i jbT RR 以及 ji 的测量都有误差，因此 A和 b 都不准确。用 Â和 b̂ 表示估计值，替换式(10)中相应的变量后，

其等式左右的误差向量可表示为：  

ˆ ˆ
t  AX b                                    (11) 

用加权最小二乘估计可得到 tx 的估计值：  
T 1 Tˆ ˆ ˆ ˆˆ ( )t

X A WA A Wb                                 (12) 

式中加权矩阵W 为对称正则矩阵，W 的选取对目标的定位精确度至关重要。  

2  低噪声功率下加权矩阵的选取 

借鉴文献[2]的分析思路，选取低噪声功率下的加权矩阵。  

用 r̂表示根据角度的测量值得到的向量：  

ˆ  r r n                                      (13) 

式中： r 为无误差的角度所得到的向量；
TT T T

1 2, , , M   n n n n 为噪声向量，  T1 2, , ,i i i Nin n n n 为第 i 个外辐射源

由 ji 的测量误差引起的 cos
i jbT R jiR  的误差值。  

假设 in 内的 MN 个角度测量值 ji 的误差值服从零均值的高斯分布，其方差为 2
,i j (i=1,2,… ,M; j=1,2,… ,N)，

其协方差矩阵为：  
T TT

2 22

21
, , ,n

M
diag

       
C                                (14) 

式中
T

2 2 2 2

,1 , 2 ,
, , ,

i i i i N
      

 。  

下面根据角度测量值的误差概率密度函数推导出 in 的概率密度函数，设：  

cos
i jbT R jiR                                    (15) 

对式(15)进行全微分分析：  

sin
i jbT R ji jiR                                     (16) 

则  的误差也服从零均值的高斯分布，其方差为 2 2 2 2
, ,(sin )

i ji j bT R ji i jR   ，相应的协方差矩阵为：  

T T T2 2 2

1 2
, , ,n M

diag        
C                                   (17) 
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对应式 1( ( ))i idiag D r ，使用倒数函数的一阶泰勒展示，得到：  

T 2 T T T T1 1
( ) ( )( )= ( ) ( )( )

2 2ii i i i t i i i M i i i i M i tT i i M i i i i R          V D N S X z V n V D I D N n n V I D n V D I D N n n      (18) 

式中 ( )i idiagN n 。  

当噪声较小时，忽略第 2 项，式(18)可简写为：  

                                      T ( )
ii M i tT iR V I D n                                (19) 

因此误差向量依然服从高斯分布，且协方差矩阵为：  

1,1 1,

,1

M

M M

C C

C C

 



 

 
   
  


  


C                              (20) 

 T T ( ) ( )
i i ii i i N i tT n N i tTE R R    C V I D C I D V                       (21) 

 
,

T
1,i j i i NE i j   0C                               (22) 

因此低噪声情况下的目标位置加强最小二乘估计为最大似然估计，即：  
T 1 1 T 1ˆ ˆ ˆ ˆˆ ( )t  

  X A C A A C b                              (23) 

3  误差分析 

3.1 方差和目标定位误差分析 

假设角度测量误差为高斯白噪声，且均值为零，协方差矩阵如式 (17)所示。由于角度测量存在误差，在进

行最小二乘估计时，首先利用传统测向交叉定位对目标进行粗估计，然后利用本文算法进行估计，对于偏差明

显的目标认为是虚假目标。  

误差协方差矩阵计算公式为：  
T

t t tˆ( )Cov E     x x x                              (24) 

为了推导协方差矩阵，先推导出 tx 的表达式。  

由误差表达式： ˆ   b b b， ˆ   A A A，及 t t tˆ   x x x ，得到  
T T T T

t t( ) ( )( ) ( ) ( )          A A W A A x x A A W b b                  (25) 

整理式(25)得  
T 1 T

t ( )   x A WA A W                              (26) 

把式(26)代入式(24)得  
T 1 T T 1

tˆ( ) ( ) ( )Cov 
 x A WA A WC WA A WA                         (27) 

而目标位置的偏移量为：  
T 1 T{ } ( ) { }

t tbias E    x x A WA A WE                          (28) 

其中，误差向量由式(18)计算得到。  

3.2 CRLB 分析  

目标位置的偏移量较小，和目标位置的方差相比，可以忽略，这样可将上述估计视为无偏估计。CRLB 由

Fisher 信息矩阵得到，Fisher 信息矩阵可表示为：  
T

t t
t

t t

ln ( ; ) ln ( ; )
( )

p p
E
                

r x r x
I x

x x
                         (29) 

式中 t( ; )p r x 表示含有 tx 参数的 r的概率密度函数。在高斯噪声前提下，用 ru 表示均值向量，用 rC 表示协方差矩

阵，则 Fisher 矩阵可表示为：  
T 2

1 1
t

t t t

1
( )

2
tr 
                        

r r r
r r

u u u
I x C C

x x x
                        (30) 

经推导，式(30)的第 2 项为零，因此 CRLB 可简化为：  
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1T

1 1( ) ( )t t
t t

CRLB



 
                 

n

r r
x I x C

x x
                          (31) 

式中 nC 由式(17)确定。根据矩阵微分定义得  
TT T T

1 2

t t t t

, , , M
                          

r r r r

x x x x
                             (32) 

由式(1)~式(3)和式(6)，可知：  

1

1

1

2 2
22 2 2

T R t R t TT R tR tT

T R T R T R
T R tR T R R

2
2

t TT R

t R

t R t R

cos
2 2

1

2

i j ji j j i

i j i j i

i j j i j

ji j

j

j j

bb

b ji b b
b b t

b

RR R R
R R R

R R R

R


    

  


       
 

x x x x

x x

x x
x x

x x x x

           (33) 

对式(33)进行微分：  

       TT T T22
t T t TT t t t T tT

2 2
t t t t Tt t

2cos 1

2
j ji j j j i ji j

j j jj j

x xb R R R Rb R ij

R Rx xR R

RR                   

x x x xx x x x x x x x

x x x x x x xx x x x
       (34) 

把式(34)写成矩阵形式，
t

i

r

x
可表示为：  

       

       

1 1 1 1 1

1 11 1

T T T T22
T t t t T t t T t T

2 2
t t tt t

t T T T T22
T t t t T t t T t T

2 2
t t t Tt t

2

1

2
2

i i i

i

i N N N i N i i

N N iN N

b R R R R

R R TR R

i

b R R R x R

R RR R

R

R

         
     

    
              



x x x x x x x x x x x x

x x x x x xx x x x
r

x
x x x x x x x x x x x x

x x x x x xx x x x 

         (35) 

把式(35)代入式(31)就能得到目标定位估计算法的 CRLB。  

4  仿真分析  

在仿真场景中，接收站的布置位置按照最少数目设置。仿真分析中，角度的测量值误差为加性误差，该误

差服从零均值且误差方差为 310ij ij  。假设每个接收站的角度测量是独立的。在仿真过程中，误差的方差和

偏移由 1 000 次 Monte-Carlo 得到。用 RMSE 衡量定位性能，RMSE 定义为：  

     2 2 2ˆ ˆ ( )x yRMSE E Var x Bias Var y Bias     p p p                  (36) 

4.1 不同估计方法比较  

将本文提出的方法与其他 WLS 方

法在 CRLB 上进行比较。分别对不同数

目的外辐射源和接收站进行仿真分析，

仿真中，为了分析不同方位的外辐射源

和接收站的部署对目标位置的影响，表

1 给出了外辐射源和接收站的位置。  

图 1~图 3 分别给出了 x 方向、y 方

向以及 z 方向目标位置误差的标准方差。从图 1~图 3 中可看出，本文所提出的 WLS 性能优于 LS 方法，且本文

所提的 WLS 在性能上优于文献[22]中仅基于角度信息的目标位置估计方法。从图 1~图 3 中还可看出，本文所提

的 WLS 算法在 x 方向以及 y 方向接近最优，即目标定位误差接近 CRLB 的根值。算法在 z 方向的估计误差较

大，主要原因是在 z 方向上，外辐射源和接收站缺乏一定的空间分布。  

表 1 外辐射源与接收站位置 
Table1 Non-cooperative illuminator and receiver station 

non-cooperative 
illuminator 

Tx1/km Tx2/km Tx3/km Tx4/km Tx5/km Tx6/km - 

X-value 0 22.00 -22.00 0 44.00 0 - 

Y-value 0 11.87 -11.87 -25.00 -23.75 50.00 - 

Z-value 0.30 0.45 0.20 0.30 0.20 0.70 - 

receiver Rx1/km Rx2/km Rx3/km Rx4/km Rx5/km Rx6/km Rx7/km 
X-value 22.00 0 -22.00 44.00 -44.00 0 -44.00 
Y-value -11.87 25.00 -11.87 23.75 23.75 -50.00 -23.75 
Z-value 0 0.20 0.35 0.50 0.40 0.10 0.15 
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4.2 接收站位置对目标定位精确度分析  

假设目标在 100 km 的被监视范围内，讨论接收站

的位置变化对目标定位的精确度分析。不妨设有 3 个

接收站，外辐射源也在该区域内。表 2 给出了 4 种不

同 的 接 收 站 位 置 关 系 ，
0 100 kmR   为 监 视 区 域 半 径 。

目标位置分别置于  , 10 km, ,i j i j Z  。  
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Fig.3 Variance of z direction and CRLB comparison diagram 
for different estimation methods 

图 3 不同估计方法下 z 方向的方差以及 CRLB 比较图 
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表 2 接收站不同位置配置示意图 
Table2 Different position configurations of receiving station 

location configuration 
 type 

x-value receiver 1 receiver 2 receiver 3 

1 
xi R0cos 30o -R0cos 30o 0 
yi R0sin 30o R0sin 30o -R0 

2 
xi R0cos 45o -R0cos 45o 0 
yi R0sin 45o R0sin 45o -R0 

3 
xi R0cos 60o -R0cos 60o 0 
yi R0sin 60o R0sin 60o -R0 

4 
xi R0cos 60o -R0cos 30o 0 
yi R0sin 60o R0sin 30o -R0 

Fig.4 Performance analysis of the algorithm for four different receiving stations 

图 4 本文算法在 4 个不同接收站位置配置下的性能分析 
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Fig.1 Variance of x direction and CRLB comparison 
diagram for different estimation methods 

图 1 不同估计方法下 x 方向的方差以及 CRLB 比较图 
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图 2 不同估计方法下 y 方向的方差以及 CRLB 比较图 
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图 4 给出了 4 种不同位置配置的 RMSE 等高线图，图中正三角表示接收站位置，倒三角表示外辐射源位

置。从图中可看出随着距离的增加，目标位置估计误差也在增加。多接收站位置分布越均匀越有利于提高对目

标的定位精确度，误差值验证了本文算法的方差理论值和仿真分析结果基本一致。  

从图 4 中也可看出第一种配置比其他配置的 RMSE 相对更小。这样，无源雷达系统中多接收站时的第 1 种

配置性能更佳，即等边三角形的配置是在 RMSE 最小准则下的最佳配置。  

5  结论  

本文给出了一种在多基地无源雷达系统中仅基于角度信息的对单目标定位的闭环 WLS 估计方法。首先建立

一个仅基于角度信息的线性方程用于对单目标的定位，但该方程含有冗余的未知变量，通过 SVD 方法得到特定

矩阵以消除中间冗余的未知变量；根据测量噪声的大小不同，给出了 2 种 WLS 实现流程；推导了所提出的对目

标位置估计方法的 CRLB。通过仿真分析，所提出的对目标估计方法相比估计的标准差，具有很小的偏移，并

且等边三角形是接收站的最佳位置部署。  
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