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基于标准数学规划的非光滑器件/电路的建模及仿真
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摘 要：：针对非光滑器件/电路的非光滑特性，提出了一种基于标准数学规划问题的建模及仿

真。首先将非光滑器件建模为具有可能发生状态跳变的分段线性函数；其次给出了由这些非光滑

器件构成的电路的非光滑线性特性的动态系统方程；然后对这些非光滑动态系统方程进行时间离

散化得到各种类型的一步非光滑问题，如 (线性)互补问题或具有等式-不等式约束的非线性 (或二

次)规划，进而进行数值求解。仿真实验结果表明，本文所提出的数值建模方法对于具有大量事件

的非光滑系统是有效的，对于模型参数的变化具有鲁棒性。
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Modeling and simulation of nonModeling and simulation of non−−smooth devices/circuits based on standardsmooth devices/circuits based on standard

mathematical programmingmathematical programming
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AbstractAbstract：：Aiming at the non-smooth characteristics of the non-smooth devices/circuits, a modeling

and simulation method based on the standard mathematical programming problem is proposed. Firstly,

the non-smooth device is modeled as a Piecewise Linear(PWL) function with a possible state jumping.

Secondly, some dynamic system equations of the non-smooth linear characteristic of the circuit formed

by the non-smooth devices are given. Then, the time discretization is applied to these non-smooth

dynamic system equations, and various types of one-step non-smooth problems are yielded, such as

(linear) complementary problems or nonlinear(or quadratic) programming with equation-inequality

constraints. The numerical solution is carried out. The simulation results show that the proposed

numerical modeling method is effective for non-smooth systems with a large number of events and is

robust to the variation of model parameters.

KeywordsKeywords：： non-smooth device/circuit； non-smooth characteristics； Piecewise Linear(PWL)；

standard mathematical programming；complementary problem；dynamic system equation；robustness

众所周知，基于牛顿-拉普森(Newton-Raphson)非线性求解器和考虑系统全部模式的事件驱动方法的传统仿

真工具在用于非光滑电路时存在严重的缺陷，因此，需要采用其他的数值方法用于高度非光滑电路的建模和仿

真。由于数值方法总是依赖于特定的建模方法，因此首先要考虑非光滑器件(如二极管、开关和晶体管等)以及由

非光滑器件构成的电路的模型；非光滑器件通常用分段线性(PWL)函数表示，或者用互补关系表示，或者用法锥

包含表示。文献[1]提出了基于轨迹分段线性化方法的非线性宏建模方法，但这种建模方法对于非光滑器件或电

路存在局限性。文献[2-3]提出了非光滑电子电路中的分段线性建模方法。但文献[2]提出的基于典型分段线性函

数的模型的复杂度较高，且具有较大的误差性能；文献[3]研究了非线性器件的不同 PWL 模型，讨论了分段常数

法、单纯分段线性化法和典型分段线性化法，但这种建模方法对于更复杂的非线性电路准确性不高。文献[4]提

出的分段线性恒流 LED 驱动模型没有考虑电路中非线性器件的工作特性和实时仿真带来的时间消耗。文献[5]提
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出了应用于电子电路的互补问题，文献[6]对此进行了研究。为获得布尔函数的紧凑逻辑表示，文献[7]提出一种

混合 Reed-Muller 和对偶 Reed-Muller(RM-DRM)逻辑模型；文献 [8]提出了采用延迟多功能的理想开关建模，开

关由电路的电流变量以显式方式控制，这不利于离散时间中的单边约束和演变过程中可能存在的非光滑性以一

致方式进行数值积分。文献[9]采用分段光滑开关模型，证明了电流模式 Boost 变换器具有丰富的非线性现象。文献

[10]在电子器件中引入了第二类变分不等式和超电势，但仅用于研究静态电路解的存在唯一性或采用非光滑器件

的动态电路的平衡。

本文提出了一种基于标准数学规划问题的非光滑器件/电路的建模及仿真。首先将非光滑器件建模为具有可

能发生状态跳变的分段线性函数，其次给出了由这些非光滑器件构成的电路的非光滑线性特性的动态系统方程；

然后对这些非光滑动态系统方程进行时间离散化得到各种类型的一步非光滑问题 (One-Step Non-Smooth

Problems,OSNSP)，进而进行数值求解。仿真实验结果表明，本文所提出的数值建模方法对于具有大量事件的非

光滑系统是有效的和鲁棒的。

1 基于标准数学规划问题的非光滑器件/电路的建模

首先给出定义：设 K⊇IRn 为非空凸集，在 x⊇IRn 处对 K 的法锥为 NK(x)={z∈IRn|〈z,ζ-x〉≤0，对于所有 ζ∈K}，向

量 x⊇IRn 的欧氏度量到 K 上的投影表示为 proj[K;x]。IRm×m 中的单位矩阵表示为 Im，IRm 中的零向量表示为 0m。

本文采用以下标准数学规划问题。

定义定义 1( 变分不等式变分不等式 [11])：给定一个函数 F： IRp→IRp 和 IRp 的一个非空子集 Ω，则变分不等式 (Variational

Inequality，VI)问题就是寻找向量 z∈IRp，使得

F T (z)(y - z)≥ 0 "yÎΩ (1)

定义定义 2(法锥包含法锥包含 [12])：给定一个函数 F：IRp→IRp 和 IRp 的一个非空凸子集 K，则法锥包含问题就是寻找向量 z∈
IRp，使得

0∈F(z)+NK(z) (2)

如果 K=Ω为一个凸集，则包含式(2)和 VI 式(1)是等价的。

定义定义 3(混合互补问题混合互补问题 [13])：混合互补问题 (Mixed Complementarity Problem，MCP)定义为：给定一个函数 F：

IRp→IRp 和下界以及上界 l、u∈(IR∪{+∞,-∞})p，寻找向量 z∈IRp，w、v∈IR+
p，使得

ì
í
î

F(z)=w - v

l ≤≤ z ≤≤ u(z - l)Tw = 0(u - z)Tv = 0
(3)

MCP 的解满足包含-F(z)∈N[l,u](z)。如果式(3)中的 F(∙)是仿射的，即

ì
í
î

Mz + q =w - v

l ≤≤ z ≤≤ u(z - l)Tw = 0(u - z)Tv = 0
(4)

则对于某个矩阵 M∈IRp×p 和某个向量 q∈IRm，式 (3) 的 MCP 就定义了一个混合线性互补问题 (Mixed Linear

Complementarity Problem，MLCP)。

1.1 非光滑电子器件的建模

把非光滑电子器件的电流-电压定律表示为一个凸集 K 的法锥包含，即 0∈Φ(y,λ ,t)+NK(λ)，其中Φ(∙)是一个函

数，y 和 λ为从函数 0=H(X,λ ,t)和 y=G(X,λ ,t)隐式定义的松弛变量，X 为电路的状态向量，由支路电压和电流构成。

下面分别对构成本文研究的非光滑电路的 4 种非光滑器件—二极管、开关、晶体管和比较器进行建模。

1.1.1 非光滑二极管

二极管端口上的电流和电压表示如图 1(a)所示，图 1(b)所示为

其非光滑模型。

对于图 1(b)所示的具有剩余电流-a 和电压-b 的理想二极管模

型，由下列互补条件定义：

0≤i(t)+a⊥v(t)+b≥0 (5)

式中 x⊥y 表示 xTy=0，且 a 和 b 为 i 和 v 的阈值。

 i(t)

v(t)

 

-a

-b

i(t)

v(t)

0

(a)  diode symbol (b)  non-smooth modeling

Fig.1 Diode symbol and its non-smooth modeling

图1 二极管符号及其非光滑模型

850



第 8 期 闫佩玉等：基于标准数学规划的非光滑器件/电路的建模及仿真

图 1(b)的二极管具有以下电流/电压定律：

i(t)∈{b}+N[-∞,a]v(t)⇔v(t)∈{a}+N[-∞,b]i(t) (6)

1.1.2 非光滑开关

图 2 所示为理想开关端口上的电流和电压表示，其模型如下：

v(t)=
ì
í
î

Roffi(t) uc (t)< 0

Roni(t) uc (t)≥ 0
(7)

式中：电压 uc(∙)为整个动态系统的状态变量；v( )为开关的电压； i( )为流过开关

的电流；电阻 Roff>>1 和 Ron<<1 由设计选择。式(7)的开关建模如下：

ì
í
î

ïï

ïïïï

v(t)=
1
2

[1 + τ(t)]Roni(t)+
1
2

[1 - τ(t)]Roffi(t)

τ(t)Î sgn[uc (t)]Û uc (t)Î-N[-11]τ(t)
(8)

对于任意的 i(t)≠0，在 uc(t)=0 时，式(7)的电压 v(t)是不连续的，跳跃幅度等于 |(Roff-Ron)i(t)|。式(8)意味着在 uc

(t)=0，i(t)≠0 时，不连续性是“填充”的，因而模型是多值的，这正是允许平滑仿真滑模的原因。

1.1.3 非光滑 MOSFET 晶体管

图 3 所示为 nMOS 端口上的电流和电压表示。以 nMOS 为例，其静态特性的

Sah 模型为 [3]：

IDS =
K
2

[ f (VG -VS -VT )- f (VG -VD -VT )] (9)

式中：K = μ
εOX

tOX

W
L
，μ是多数载流子的迁移率，W 和 L 分别为沟道的宽度和长度，

εOX 是栅氧化层厚度为 tOX 的透光率；VT 是依赖于工艺的阈值电压。

式(9)中的函数 f 定义为：

f (x)= {0
x2

x < 0
x ≥ 0

(10)

该函数的分段和二次特性可用下面有 s 段的分段线性函数近似：

fpwl(x)=αix+βi,ai≤x≤ai+1,i=-1,···,s+1 (11)

式中 α i 和 β i 为线性近似参数，ai 为相应的段参数，且 a-1=-∞和 as+1=+∞。式 (11)中有 s 段的分段线性 nMOS 晶体管

的完整模型可用以下混合线性互补形式重新写为：

y(t)=
é

ë

ê

ê
êêê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úúú

ú

ú

ú

      

0  0
-b  -b

´s - 1
      

-b  -b
0  0

´s - 1

T

v(t)+ λ(t)+[h1hs - 1h1hs - 1 ]T (12)

0 = I3i(t)+
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

ú-c1  -cs - 1 c1  cs - 1

0 0 0 0 0 0
c1  cs - 1 -c1  -cs - 1

λ(t) (13)

0≤y(t)⊥λ(t)≥0 (14)

u(t)=
é

ë
ê
êê
ê ù

û
ú
úú
úUGD (t)=VG (t)- vD (t)

UGS (t)=VG (t)- vS (t)
(15)

i(t)=
é

ë

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úúú
ú

ú

úID (t)

IG (t)

IS (t)

(16)

参数 b=K/2，hi=b(VT+ai)， i=1,2,… ,5。ci 的值由式(11)中 α i 和 β i 的线性近似来计算。采用基本的凸分析，得到

式(14)和(15)的简洁形式为：

v(t)

i(t)

u
c
(t)

Fig.2 Ideal switch symbols
图2 理想开关符号
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Fig.3 nMOS transistor symbols
图3 nMOS晶体管符号
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ì

í

î

ïïïï

ïïïï

-λ(t)+Bu(t)+h(t)ÎNK (λ(t))

y(t)=Bu(t)+ λ(t)+h(t)

0 = i(t)+Cλ(t)

(17)

pMOS 晶体管可用同样的方法表示，这时 i(t)变为-i(t)，b 变为-b。

式(11)中的分段线性模型有 s 段，本文选择了采用 6 段的一个模型，以使 MLCP 大小不会增加太多。

1.1.4 非光滑比较器

比较器及其模型如图 4 所示，建模为一个分段线性函数。

当 x<-ε V 时其值为 Vmin，当 x>ε V 时为 3，对于 ε=0 得到一个在

0 处多值的函数。多值比较器建模如下：

VoutÎN[VminVmax ] (V+ -V- ) (18)

式中 Vmin 和 Vmax 为饱和阈值。

1.2 动态系统方程

本节给出由 1.1 讨论的这些非光滑器件构成的非光滑电路的动态系统方程。包含和等式的含有非光滑器件的

电路，以及微分代数方程(Differential Algebraic Equations，DAE)的网络的非光滑线性特性，可以简洁地写成：

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

M(Xt)Ẋ =F(Xt)+U(t) 半显式DAE

ì
í
î

0 =H(Xλt)

y =G(Xλt)
非光滑器件的输入/输出关系

0ÎΦ(yλt)+NK (λ) 包含规则

(19)

式中：X∈IRn 是由感性支路、电压定义支路和非光滑支路中的电压和电流构成的状态；向量 y、λ∈IRm 为表示器件

的非光滑多值模型的松弛变量。假设 M:IRn×IR→IRp×n，H:IRn×IRm×IR→IRn-p，G:IRn×IRm×IR

→IRm 和Φ：IRm×IRm×IR IRm 为连续可微函数。

1.3 时间离散化步进算法

根据式(19)的动态性，本文提出的时间离散化步进方案如下：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

M (Xk + θtk + θ )(Xk + 1 -Xk )= hF(Xk + θtk + θ )+ hU(tk + θ )

0 =H(Xk + 1λk + 1tk + 1 )

yk + 1 =G(Xk + 1λk + 1tk + 1 )

0ÎΦ(yk + 1λk + 1tk + 1 )+NK (λk + 1 )

(20)

式(20)就是一个一步非光滑问题(OSNSP)。对于时间步长 h>0 和函数 f(t)，通常采用 fk+1≈f(tk+1)和 fk+θ=θfk+1+(1-θ)

fk，则时间离散化步进算法是由假设充分光滑的 θ-方法(θ∈[0,1])和非光滑的包含规则的完全隐式格式构成。其好

处在于：一是对包含规则的考虑及其内在的多值性和单向性；二是演变过程可能存在非光滑性，只有通过隐式

低阶格式才能以一致的方式进行数值积分 [14]。

为此，用一个全局包含形式重写问题式(20)：

0∈F(z)+NC(z) (21)

式中：变量 z=[Xk+1,yk+1,λ k+1]
T∈IRn+2m；函数 F:IRn+2n→

IRn+2m 定义如下：

F(z)=

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

M [θXk + 1 + (1 - θ)Xktk + θ ](Xk + 1 -Xk )-
hF[θXk + 1 + (1 - θ)Xktk + θ ]- hU(tk + θ )

H(Xk + 1λk + 1tk + 1 )

G(Xk + 1λk + 1tk + 1 )- yk + 1

Φ(yk + 1λk + 1tk + 1 )

(22)

法锥 NC 是对于下列凸集的法锥：

C=IRn×IRm×K⊂ IRn+2m (23)

式(20)的 OSNSP 是一个 VI，以式(21)的一个凸集的法锥形式写出。式(20)的数值求解主要依赖于凸集 K 的结

 

-

+V+

V
-

V
output

V
out

V
in
=V

+
-V
-

ε-ε

V
max

V
min

Fig.4 Comparator model
图4 比较器模型

852



第 8 期 闫佩玉等：基于标准数学规划的非光滑器件/电路的建模及仿真

构。下面给出 K 的选择。根据本文的一步非光滑问题的类型，采用以下方法：

1) K 是一个有限可表示凸集：实际上，凸集可有限地表示为：

K={λ∈IRm, h(λ)=0, g(λ)≥0} (24)

式中假定函数 h:IRm→IRm，g:IRm→IRm 为光滑的。这时，可以采用一般的 VI 算法，如正则化间隙函数的最小化 [15]

或广义牛顿法。如果 F(∙)是仿射的且函数 h(∙)及 g(∙)也是仿射的，则 VI 就称为仿射 VI，这时可采用标准旋转

算法 [16]。

2) K 是一个广义盒：考虑 K 在 IRm={IR∪{+∞,-∞}}m 中一个广义盒的情形，即：

K={λ∈IRm,ai≤λi≤bi,ai∈IR,bi∈IR,i=1,2,…,m} (25)

这时，通过定义 p=n+m+m+m 和 l=[0n 0m 0m a]T 及 u=[0n 0m 0m b]T，可以将问题式(21)~(23)转化为一个 MCP。

广义盒的一个特例就是 IRm 的正象限，即 K=IR+
m。标准理论和大多数 LCP 的数值算法都适用于这种 MLCP

情形。

当电路简单且状态变量数目不大时，有时可以将 DAE 写成常微分方程(Ordinary Differential Equation，ODE)，

并在式(20)中执行用 y 和 λ显式替换 X。如果锥也是简单地由正象限定义，则可得到一个标准的 LCP。

2 仿真实验结果

为了验证本文提出的建模方法，采用目前最流行的 2 种电路仿真器 SPICE 和 ELDO 对 2 种典型的非光滑电路

—开关电路和 Buck 变换器进行仿真实验。

2.1 仿真环境

在仿真器 SPICE 和 ELDO 中，首先根据网表自动生成所定义的全部器件，然后根据时间步进方案式(20)进行

时间离散化，并在每个时间步构建包含问题式(23)的一个实例。主要采用 C++对每个电子器件建立式(20)的方程

组和实例；仿真输出是一个包含 SPICE 和 ELDO 格式的电位和电流值的文件。

2.2 基本开关电路的仿真实验结果

本节对图 5 所示开关电路进行建模和仿真。

2.2.1 动态方程

采用电路方程自动生成算法和前面的非光滑律得到开关

电路的 9-维状态向量 X=(V1 V2 V3 V4 IL I03 I04 Is Id)。电路中的两

个非光滑器件是二极管和开关，对于非光滑器件上的输入/输

出关系有：

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

V1 (t)=
1
2

[τ1 (t)- 1]Roff Id (t)-
1
2

[τ1 (t)+ 1]Ron Id (t)

V1 (t)-V4 (t)=
1
2

[1 + τ2 (t)]Roff Is (t)+
1
2

[1 - τ2 (t)]Ron Is (t)
(26)

最后，包含规则写为：

ì
í
î

V1 (t)Î-N[-11]τ1 (t)

100[V3 (t)-V2 (t)]Î-N[-11]τ2 (t)
(27)

2.2.2 采用 SPICE 的仿真结果

仿真时间步长设置为 0.1 μs。图 6(a)所示为通过电感 L 的电流 IL 以及 R 上的电压 V2 变化过程。可以看到，当

二极管和开关的状态在图中 t=ts 发生变化时，采用本文的建模方法是收敛的并能计算正确的状态。

2.2.3 采用 ELDO 的仿真结果

尽管 ELDO 不能提供非光滑开关模型，但选取合适的参数值，它仍能提供非光滑开关模型，实例中将 Voff 设

置为 0，并选取较小的 Von 值，时间步长仍设置为 0.1 μs，选取 Von=1×10-4 V、Voff=0、Roff=1 000 Ω和 Ron=0.001 Ω。

图 6(b)所示为采用 ELDO 的仿真结果，可以看到，非常接近 SPICE 的仿真结果，表明本文的建模方法是有效的和

鲁棒的。
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2.3 Buck 变换器的仿真实验结果

仿真的 Buck 变换器如图 7 所示。采用线性、分段线性和集值关系对变换器中的器件进行建模，以得到线性

时不变互补系统的非光滑动态系统。

1) 功率 MOSFET pMOS/nMOS：将它们建模为具有理想特性的分段线性电流源 IDS=f(VGS,VDS)和本征二极管

(DpMOS 和 DnMOS) 的组合，二极管残留电压为 1V。

MOSFET 跨导 Kp 设置为 10 A·V-1，pMOS 和 nMOS 的阈

值电压分别为 VT=-2 V 和 VT=2 V。

分段线性模型采用 6 段，数据如下： c1=0.09, c2=

0.223 8, c3=0.466 6, c4=1.160 5, c5=2.886 3, a1=0, a2=0.1, a3=

0.248 7, a4=0.618 2, a5=1.538 3。逻辑集成电路中的 VG、

VS、VD和VT值允许用 fpwl(∙)近似 f( )。

2) 补偿放大器：将其建模为一个增益为 1×105 和截

止频率为 30 MHz 的输出低通滤波器。

3) 比较器：将其建模为一个分段线性函数，当 x<-
0.15 V 时其值为 0，x>0.15 V 时为 3。

4) 斜坡电压：频率为 600 kHz，范围在 0 和 0.75VI=

2.25 V 之间。上升时间为 1.655 ns，下降时间为 10 ns。

2.3.1 采用 ELDO 的仿真结果

采用 ELDO 对变换器仿真时，初始条件是设置全部状态变量为零，时间步长采用 50 ps，然后计算 4×106 步

得到 200 μs 长的稳定输出电压；在时钟频率为 3 GHz 的 Pentium 4 处理器上实现仿真所需要的 CPU 时间为 60 s。

得到的结果如图 8 所示。图 8(a)是跟踪斜坡 Vref 的输出电压，图 8(b)是通过电感器的电流 IL， IL 加载电容 C 持续

0.000 1 s，在 0.000 1 s 后， IL 必须保持电容器电荷恒定，图 8(c)是得到的 pMOS 漏极电压，图 8(d)是得到的 Verror

和 Vramp。这些结果表明了比较器输出到不饱和值的稳定，还表明了通过 pMOS 使 Verror 信号跟踪 Vramp 信号的电流

稳定性。

2.3.2 采用 SPICE 的仿真结果

仿真时采用 MOS Levl=3 模型，与 ELDO 仿真中采用的分段线性模型相比，该模型考虑了更多的物理效应，

特别是与电压相关的电容，因为当节点 2 在 VI 和地之间切换时，这些变化的电容会导致收敛问题；将比较器建模

为一个非线性电压控制电压源 Vout=1.5[tanh(10Vin)+1]，这样，将作为非光滑模型的 3 段特性正则化有助于 SPICE 收

敛；由于 ELDO 仿真是采用 50 ps 的固定时间步长进行的，因此仿真器必须采用这个值作为最大值，斜坡电压的

上升时间增加到 3.2 ns。图 9 所示为采用 MOS Levl=3 模型的仿真结果。可以看到，比较器输出稳定在一个不饱

和值。

3 结论

本文提出了一种采用标准数学规划问题的非光滑器件/电路的建模，并提出了一种适用的时间步进隐式算法

来获得对非光滑电路的数值仿真。这种建模方法的优势在于：1)避免了计算由于拓扑变化引起的动态性变化，
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因为把电路视为一个具有固定状态维数的全局系统，模式转换通过互补问题求解来处理；2)可以建模和仿真具

有大量事件的电路，而不会降低仿真速度；3)能准确计算系统的初始稳定状态；4)能精确仿真滑模轨迹。方法的

主要缺点是阶次低，故在轨迹平滑部分的精确度可能较差，这将是未来研究的一个主要方向。
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