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摘 要：：为降低单频正弦复信号的频率估计误差，针对传统 Rife 算法在较低信噪比条件下幅

值最大和次大谱线判断错误问题，利用 RootMUSIC 算法结果代替快速傅里叶变换(FFT)结果，确定

幅值最大和次大谱线序号；同时针对 Rife 算法在部分频率区间估计误差较其他区间偏差大的问题，

采用频移重估思路，进一步降低了整个频率估计区间的估计误差。仿真表明，在较低信噪比条件

下，所提 RM-Rife 算法较 Rife 算法、Root MUSIC 算法和 M-Rife 算法，具有更优的估计性能，可

用于相关工程实践中。
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AbstractAbstract：：In order to effectively reduce the frequency estimation error of single complex sinusoid, aiming 

at the estimation error of the traditional Rife algorithm caused by the judgment error of the maximum 

amplitude and sub maximum amplitude spectral line under the condition of low signal-to-noise ratio, 

replacing the Fast Fourier Transform(FFT) result with frequency estimation result of Root Multiple Signal 

Classification(RootMUSIC) algorithm is adopted to determine the maximum amplitude and sub maximum 

amplitude spectral line. In view of the problem that the estimation error of Rife algorithm in some frequency 

intervals is larger than that in other intervals, frequency shift and re-estimation method is employed to further 

reduce the estimation error in the whole frequency estimation range. Simulation results show that the proposed 

RootMUSIC-Modified-Rife(RM-Rife) algorithm has better estimation performance than Rife algorithm, 

RootMUSIC algorithm and Modified-Rife(M-Rife) algorithm under low SNR conditions, and can be applied 

to related engineering practice.
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噪声污染信号的频率估计问题广泛存在于通信、雷达、定位、语音识别等领域。针对频率估计问题，国内

外学者在时域、频域进行了大量研究，提出包括幅度比值类算法 [1-7]、子空间类算法 [8]、自相关类算法 [9]等多类频

率估计方法。其中幅度比值类算法因具有估计精确度高、计算量小等优势，在工程实践中广泛应用。

幅度比值类算法是基于频域的频率估计算法，通过信号频域谱线幅值的比值来估计信号频率。1970 年，Rife

和 Jane 提出利用信号离散傅里叶变换(Discrete Fourier Transform，DFT)结果的最大和次大谱线幅值比值来估计信

号频率 [1]，该算法计算量小，但只有信号频率位于特定频率区间时才具有较低的估计误差，且该算法受噪声影响

大。1997 年，Quinn 等提出相对于 Rife 算法，只利用幅度比值的实部估计信号频率，能有效消除插值方向错误的

误差 [2]。文献[3-4]分别提出 Macleod 和 Candan 估计算法，由于采用数学近似进行算法推导，无法实现最优估计。

文献[5]采用细化频谱技术，利用快速傅里叶变换(FFT)幅度最大谱线与相邻两边谱线之间的频谱信息估计信号频

率，一定程度上减小了噪声的影响，但该算法存在特定区间频率估计误差大的问题。文献[6]提出 M-Rife 算法，

采用“两步式”估计思路，首先利用 FFT 计算得到信号幅度最大和次大谱线，通过 2 条谱线比值估计信号频率作

为粗估计结果，再根据粗估计结果对信号进行频移和重估，降低了整个频率区间的估计误差。仿真结果表明，
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该算法较 Rife 算法，在整个频率区间估计误差更小。文献[7]采用 M-Rife 思路，通过改进频移判据和细化频谱技

术，提高频率估计精确度。以上 2 种算法解决了不同频率估计误差偏差大的问题，但存在低信噪比时，幅度最

大、次大谱线误判带来的误差问题。

为进一步提高整个频率区间的频率估计精确度，本文对 Rife 算法的估计误差进行分析和仿真验证，并基于分

析和仿真验证结果，提出 RM-Rife 频率估计算法。算法用于单频正弦复信号的频率估计，针对 Rife 算法存在的

较低信噪比条件下，幅值最大谱线判断错误和幅值次大谱线方向判断错误的问题，结合 RootMUSIC 算法频率估

计误差的分布特点，利用 RootMUSIC 算法频率估计结果计算幅值最大谱线和次大谱线；针对 Rife 算法存在非特

定频率区间估计误差大的问题，采用 M-Rife 思路进行频移后重估。仿真结果表明，本文所提 RM-Rife 算法有效

提升了较低信噪比条件下的频率估计性能。

1　频率估计模型及 Rife 估计算法

1.1 频率估计模型

考虑信号源为不含噪声的单频正弦复信号 s(t)：

s(t)=Aej (2πft + φ) (1)

式中 A、f、φ分别为 s(t) 的幅度、频率和初始相位。由于 s(t) 在传输、接收和处理等过程中会引入噪声，因此假设 s(t)

经以上过程引入噪声后的信号为 x(t)。为便于之后分析，对 s(t) 以频率 fs 进行采样，并取长度为 N 的序列，s(n) 表示为：

s(n)=Aej (2πnf fs + φ) n = 12N (2)

s(n) 对应含噪信号序列为 x(n)，本文估计模型即为根据含噪信号 x(n) 估计信号 s(n) 的频率 f。

1.2 Rife 估计算法

对不含噪声的信号 s(n) 进行分析，s(n) 经 DFT 的 N 条离散谱线可表示为：

S(k)=A ´
sin ( )π( f f0 - k)

sin ( )π( f f0 - k) N
´ e

j( )π
N - 1

N ( )f f0 - k + φ
 k = 12N - 1 (3)

式中 f0 为 DFT 的频谱分辨力， f0 = fs N。由于 DFT 计算得到的是 N 条离散的谱线，无法通过这 N 条谱线直接得到

信号的准确频率。记 N 条谱线中幅值最大的谱线序号为 k *，此时 s(n) 的频率可表示为：

f = f0 ´ (k * + δ ) (4)

式中 δ为 s(n) 真实频率与 DFT 最大谱线对应频率之间的差值，| δ | < 0.5。此时 s(n) 的频率估计问题转变为频差 δ的

估计问题。根据式(3)~(4)，k * 处谱线可表示为：

S (k * ) = sin ( )πδ
sin ( )πδ N

´ e
j( )φ+ π

N - 1
N

δ
(5)

对于较大的 N，S (k * ) 的幅值可近似表示为：

| S (k * ) | = sin ( )πδ gN
πδ

(6)

假设幅值次高的谱线序号为 k * + r(r =±1)，次高谱线幅值可近似表示为：

| S (k * + r ) | = sin ( )π ( )δ + r gN

π ( )δ + r
(7)

由式(6)和式(7)得到 δ的表达式为：

δ =
|| S ( )k * + r

|| S ( )k * + r + || S ( )k *
(8)

可得 Rife 算法在噪声条件下信号频率估计为：
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f ̂= f0 ´ (k * + δ̂) (9)

式中 δ̂的估计式为：

δ̂ =
|| X ( )k * + r

|| X ( )k * + r + || X ( )k *
 r =±1 (10)

式中：X (k ) 为含噪信号 x(n) 的 DFT；k * 为 X (k) 幅值最大谱线的序号；k * + r 为 X (k ) 幅值次大谱线的序号。实际应

用中可利用 FFT 计算 x(n) 的 DFT。

1.3 估计误差分析

Rife 算法为典型“两步式”估计算法，在较高信噪比条件下，Rife 算法估计精确度高，计算量小，但在较低

信噪比条件下，估计误差较大，主要原因有：

1) 最大幅值谱线序号 k * 和次大幅值谱线序号 k * + r 判断错误。出现该现象的原因是，噪声导致频域信号部分

频率幅值变化较大，超过不含噪声信号的最大幅值谱线和次大幅值谱线的幅值；或不含噪声信号的最大幅值谱

线和次大幅值谱线的幅值变小，低于其他频率的幅值。当信号真实频率靠近 FFT 两条谱线中间位置对应频率时，

这两条谱线的幅值差异较小，更容易受噪声影响，出现最大幅值谱线序号 k * 判断错误；当信号真实频率靠近

FFT 某条谱线对应频率时，该条谱线为最大幅值谱线，该条谱线两侧谱线的幅值差异较小，更容易受噪声影响，

出现次大幅值谱线序号 k * + r 判断错误。

2) 在最大幅值谱线和次大幅值谱线判断无误时，文献[10]对 Rife 算法估计误差进行理论计算分析，δ的估计

均方误差如式(11)所示。式(11)表明，在不同频率处 Rife 算法理论估计误差不一样。总体表现为，当信号真实频

率靠近 FFT 两条谱线中间位置对应频率(δ趋近于 0.5)时，估计误差较小。

EMS( δ̂) = ( )1 - || δ 2 ( )( )1 - || δ
2
+ δ2

N ( )RSN sinc2( )δ
(11)

2　RM-Rife 频率估计算法

根据以上 Rife 算法估计误差分析的结论，提出 RM-Rife 频率估计算法。算法针对噪声导致最大、次大幅值谱

线序号判断错误的问题，利用 RootMUSIC 算法 [8]进行频率初估计，并根据该估计结果确定最大幅值谱线序号 k ∗ 和

次大幅值谱线序号 k ∗ + r，再利用幅度比值法进行估计。针对 Rife 算法在部分频率区间估计误差较大的问题，根据

幅度比值法估计结果，将原信号频率移至 δ趋近于 0.5 时，再对频移后的信号利用幅度比值法进行频率精确估计，

实现整个频率估计区间估计精确度较高。RM-Rife 算法流程如下：

1) 对接收信号 x(n) 利用长度为 M 的时窗进行延迟采样，得到 X (n)，再按式(13)求取 X (n) 的协方差矩阵 R：

X (n) = [ x (n) x (n+ 1) x (n+M - 1) ]T
(12)

R =E{X (n) X H(n)} =ARs A + σ 2
n I (13)

式中：Rs 为信号的协方差矩阵；σ 2
n 为噪声功率。

2) 对 R 进行特征值分解：

R =UååU H = [UsUn ] é
ë
êêêê ù

û
úúúú

åå ′ 0

0 σ 2
n ΙM -L

é
ë
êêêê ù

û
úúúúU H

s

U H
n

(14)

式中：åå′为包含了 L 个大特征值的对角矩阵；åå= é
ë
êêêê ù

û
úúúú

åå ′ 0

0 σ 2
n ΙM -L

，0 表示全零矩阵。其中 Us 为信号子空间，Un 为

噪声子空间，Us 与 Un 正交。

3) 定义多项式 f (z)：

f (z)= pH( z )UnU
H
n p ( z ) = zM - 1 pT( z-1 )UnU

H
n p ( z ) (15)

式中 p ( z ) = [1zz2zM - 1 ]T
。对 f (z) 求距离单位圆最近的根即为 RootMUSIC 算法估计的信号频率 f ̂m。
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4) 求取 x(n) 的 FFT 频谱对应离散频率序列 F = { }0  1    N - 1 ´ f0，Min | F - f ̂m |对应的频率序号 k * 即为最大幅值

谱线序号，根据 k * 确定次大幅值谱线序号 k * + r；

5) 利用 DFT 计算 k * 和 k * + r 处的谱线幅值，利用式(9)和式(10)估计信号频率 f ̂r；

6) 根据估计频率 f ̂r 对 X (k) 的 k * 和 k * + r 处的谱线进行频移，频移距离为 fd = (k * + 0.5) ´ f0 - f ̂r，得到频移后 k * 和

k * + r 处谱线幅值 X (k * ) 和 X (k * + r )；
7) 再次利用式(9)和式(10)求取信号 x(n) 的频率精确估计值 f ̂。

3　仿真

为验证本文所提 RM-Rife 算法的频率估计性能，利用 Matlab 软件进行仿真验证。仿真中 s(n) 为不含噪声的单

频正弦复信号，x(n) 为 s(n) 的含噪信号，x(n) 所加噪声为加性高斯白噪声复序列，噪声方差为 2σ2，信噪比表示为：

RSN = 10log ( A2

2σ2 ) (16)

3.1 Rife 算法的频率估计特性

为 验 证 Rife 算 法 的 频 率 估 计 特 性 ， 仿 真 设 置 s(n) 的 幅 值

A = 1、 N = 256、 φ = π 3、 fs = 8 Hz， s(n) 的 FFT 分 辨 力 为 f0 =

fs N = 0.031 25 Hz，x(n) 的信噪比 RSN = 0 dB。选取宽度为 3f0 的

频率区间进行仿真，在该频率区间内均匀选择 600 个频率点，

每个频率点进行 300 次利用 Rife 算法估计 x(n) 频率的蒙特卡罗

实验，计算每个频率点的估计结果均方根误差(RMSE)，仿真

结果如图 1 所示。

图中利用虚线区分 3 个宽度为 f0 的频率区间，3 个频率区

间内 Rife 算法频率估计结果表现为对频率 f 的周期特性 (周期

为 f0)。 可 以 观 察 到 ， 当 真 实 频 率 趋 近 于 每 个 频 率 区 间 中 心

2.5f0、3.5f0、4.5f0 时，对应于 | δ |趋近于 0.5 时，Rife 算法的频

率 估 计 误 差 最 小 ； 当 真 实 频 率 趋 近 于 2.15f0、 3.15f0、 4.15f0、

2.85f0、3.85f0、4.85f0 时，对应于 | δ |趋近于 0.15 时，估计频率

误差最大；当真实频率趋近于整数倍 f0 时，对应于 | δ |趋近于 0 时，估计误差大于 | δ |趋近于 0.5 时的估计误差。

3.2 Rife 算法、RootMUSIC 算法和 R-Rife 算法(RM-Rife 算法未经频移重估)的频率估计性能

通过仿真验证利用 RootMUSIC 算法替代 FFT 计算 x(n) 最大和次大幅值谱线序号并进行频率估计的有效性。s(n)

仿真参数设置与 3.1 节一致，RootMUSIC 算法的时延窗口长度为 M = 17，s(n) 频率设置为在 (0 fs 2 ) 范围内均匀取 99
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个频率点，每个频率点进行 300 次分别利用 Rife 算法、RootMUSIC 算法和 R-Rife 算法估计 x(n) 频率的蒙特卡罗实验，

计算每个频率点每种算法估计结果的 RMSE。RSN = 0 dB 和 RSN = 10 dB 条件下的仿真结果如图 2 和图 3 所示。

从图中可以看出，RootMUSIC 算法在整个频率范围内估计误差起伏最小且与信号真实频率无关；Rife 算法频

率估计误差起伏最大。结合图 1 分析，Rife 算法的频率估计误差与信号频率紧密相关；R-Rife 算法的频率估计误

差在 (0fs 2 ) 范围内均不大于 RootMUSIC 算法和 Rife 算法，这是由于 RootMUSIC 算法频率估计误差小于直接对信

号进行 FFT 取最大幅值谱线对应频率的估计误差，利用 RootMUSIC 算法的频率估计结果替代 FFT 结果计算最大

和次大幅值谱线序号，可以有效减小最大幅值谱线和次大幅值谱线序号判断错误导致的误差。图 2 和图 3 表明，

在较低信噪比条件下，R-Rife 算法较 Rife 算法和 RootMUSIC 算法估计误差更低。

3.3 M-Rife 算法、R-Rife 算法和 RM-Rife 算法仿真性能对比

通过仿真验证本文所提 RM-Rife 算法相对于 M-Rife 算法、R-Rife 算法的频率估计性能，仿真参数设置与 3.1

节一致，仿真结果如图 4 和图 5 所示。

从图 4 和图 5 中可以看出，所提 RM-Rife 算法相比于 R-Rife 算法，通过对信号进行频移和重估，在整个频率

估 计 范 围 内 均 具 有 较 好 的 估 计 性 能 ， 特 别 是 在 R-Rife 算 法 估 计 误 差 较 大 的 频 率 点 同 样 具 有 较 低 的 估 计 误 差 。

RM-Rife 算法相比于 M-Rife 算法，通过利用 RootMUSIC 算法的频率估计结果代替 FFT 结果求取幅值最大和次大

谱线序号，在 M-Rife 算法频率估计误差已经很小的基础上进一步降低了频率估计误差。对比图 4 和图 5 可以看

到，在信噪比为 10 dB 条件下，相对于 R-Rife 算法，RM-Rife 算法在整个频率估计范围内有较大的优势，表现在

R-Rife 算 法 估 计 误 差 波 动 较 大 的 频 率 点 ， RM-Rife 算 法 仍 能 取 得 较 小 的 频 率 估 计 误 差 ； 相 对 于 M-Rife 算 法 ，

RM-Rife 算法在信噪比为 10 dB 时仍具有一定的优势，表现在多个频点上频率估计误差更小，但相比于信噪比为

0 dB 时，能明显看到其优势已经变小，表现在 99 个仿真频点中有估计误差优势的频点个数变少。出现此变化的

原因是，在高信噪比条件下，噪声导致根据 FFT 结果确定幅值最大和次大谱线序号错误的概率降低，因此 M-

Rife 算法中根据 FFT 结果确定的幅值最大和次大谱线序号和 RM-Rife 算法中利用 RootMUSIC 算法确定的幅值最

大和次大谱线序号结果大概率一致。结合以上分析可进一步判断，在高信噪比条件下，本文提出的 RM-Rife 算

法的估计性能与 M-Rife 算法估计性能趋于一致。

4　结论

通过在频率估计区间对所提 RM-Rife 算法与 Rife 算法、RootMUSIC 算法、M-Rife 算法的频率估计性能进行

仿真，可以得出，在较低信噪比条件下，利用 RootMUSIC 算法估计结果替代 FFT 计算信号幅值最大和次大离散

谱线序号，能有效降低噪声导致的估计误差；采用信号频移重估思路，能进一步降低部分频率区间的频率估计

误差，RM-Rife 算法的频率估计 RMSE 小于 Rife 算法、RootMUSIC 算法、M-Rife 算法。

所提 RM-Rife 算法需利用 RootMUSIC 算法的估计结果确定信号最大和次大幅值谱线序号，在更低信噪比条件

(小于 0 dB)下，由于 RootMUSIC 算法估计误差迅速增大，导致 RM-Rife 算法估计性能可能会劣于部分对比算法。
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Fig.4  Estimation results of 0 dB signal by three algorithms
图 4  信噪比为 0 dB 时，3 种算法频率估计结果
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