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随机降雨层的电磁波矢量辐射传输分析 
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摘  要：讨论了随机降雨层中的电磁波矢量辐射传输问题。根据一种具有两种降雨强度大小

的随机降雨层模型，建立相应的矢量辐射传输方程，给出了一种求解方法。用 Monte Carlo 方法验

证了该方法的正确性，讨论了随机降雨层和确定降雨层之间的区别和联系以及随机降雨层参数变

化对结果的影响，最后讨论了随机介质和两种平均介质之间的关系。 
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Analysis on electromagnetic wave vector radiative transfer through a finite 

slab of stochastic precipitation medium 
DING Rui，BIAN Zheng-cai 

(Department of Communication Science and Engineering, Fudan University, Shanghai 200433，China) 

Abstract: Formulation and Solution of the vector radiative transfer equation in a finite slab of 

stochastic precipitation medium which was composed of two different rain rates were considered. Computer 

simulation was given to verify the obtained results via Monte Carlo method, to feature the distinctiveness 

of the stochastic precipitation medium, and to illustrate the influences of the stochastic parameters 

imposing on the final results. The relationship between an average-rain rate precipitation layer and a 
stochastic precipitation medium was also discussed. 
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在微波通信和大气遥感领域，电磁波在降雨层中的传播一直受到很多的关注。雨滴对电磁波的吸收和散射会

产生信号的衰减、相移以及交叉极化等现象 [1–2]，严重影响通信链路的性能以及遥感数据的准确获取等。  
辐射传输理论被广泛应用于大气降雨遥感领域，它将降雨层的吸收和多次散射过程放到辐射传输方程中，很

好地解决了电磁波的多次散射问题 [3-4]。在以往的研究中，假设电磁波在降雨强度恒定的降雨层中传播。但是自

然界中的实际降雨强度往往随时间和空间不断变化，这正是导致雷达测雨误差的主要原因之一 [5]。因此有必要用

随机介质模型来描述强度大小随时间和空间变化的降雨层。关于随机介质中的辐射传输，在过去的十几年中已有

大量的研究 [6-9]。但是这些方法仅仅适用于标量辐射传输方程，为了研究极化电磁波通过降雨层时所产生的交叉

极化影响，必须考虑包含4个stokes参数的随机矢量辐射传输(Stochastic Vector Radiative Transfer，SVRT)方程。  
本文建立一种随机降雨层模型，提出SVRT方程的解析求解方法，得到了降雨层的双站散射系数和后向散射

系数，用Monte Carlo方法验证数值结果，并与确定降雨层对比。在精确度要求不高的情况下，可以用降雨强度
平均的降雨层近似代替随机降雨层。  

1  随机降雨层模型 

图 1 建立一种随机降雨层模型，由两种降雨强度大小不同的降雨组成。雨滴视为球形粒子。电磁波以入射角

inθ 入射，两种降雨分别标记为 1 和 2。在电磁波传播路径上，两种不同强度的降雨分层交替出现。在每一分层内， 
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降雨强度大小恒定，而不同分层之间，降雨强度不同，雨滴尺寸大小和占空比都不同，具有不同的消光系数、散

射系数和相矩阵等参数。为计算方便且不失一般性，本文假定两种降雨层的混合特性是一个二态均匀 Markov 过
程，即每种降雨层的厚度是服从指数分布的随机变量 [10]。对于上述随机降雨层，其主动 VRT 方程为：                

( ) ( ) ( ) ( )2
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非随机边界条件为：  

( ) ( ) ( )0 in in, , 0 cos cosiθ z θ θφ δ δ φ φ= = − −
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( ), , 0θ z dφπ − = =
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式中： 0i
G
I 为入射 stokes 矢量；( in in, 0θ φ = )为入

射角； eκ 为消光系数， PH为相矩阵，都是具有
两种取值的随机量。  

为了减弱云或雨对电磁波的衰减作用，气象

雷达一般工作在 C 波段或 S 波段，工作波长远大
于雨滴半径，因此可以将雨滴近似视为 Rayleigh
粒子 [11]。当电磁波波长较大 ( 5λ > cm)时，雨滴
的反照率 s eω κ κ= 趋于常数 [12]。 Jin 给出球形
Rayleigh 粒子的相矩阵 [4]：   

            ( ) ( )s3
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式中 ph为归一化相矩阵。引入光学厚度 τ ，定义为：  

( ) ( )e0 d ' 'zz z κ zτ = ∫                                (5) 

根据 τ 的定义，式(1)两边同时除以 eκ 可以得到：  
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式中： ( ) ( ), , , ,θ τ θ zφ φ=
JG G
ϕ I ； secµ θ= 。 D是随机降雨层总的光学厚度，定义为：  

( ) ( )e0 d ' 'dD z z κ z= ∫                                      (7) 

边界条件式(2)、式(3)相应地变为：  

( ) ( ) ( )0 in in, , 0 iθ τ µ µφ δ δ φ φ= = − −
JG JG
ϕ ϕ                         (8) 

( ), , 0θ τ Dφπ − = =
JG
ϕ                                (9) 

2  随机降雨层的概率统计理论 

在式(6)、式(8)和式(9)中，只有 τ和 D两个随机量。可以用一个联合概率密度函数 ( ), ; ,P τ D z d 完全描述降雨

层的随机统计特性。 ( ), ; ,P τ D z d 定义为，给定一个几何位置 z和降雨层几何厚度 d ，位置 z所对应的光学厚度为

τ、厚度 d 所对应的光学厚度为 D的联合概率密度为 P。则辐射强度的统计平均值 ( ), ,θ zφ
G
I 可以表示为 [13]：  

( ) ( ) ( ) ( )0 0, , , , d d , ; , , ,θ z θ τ D τP τ D z d θ τφ φ φ∞ ∞= = ∫ ∫
G JG JG
I ϕ ϕ                 (10) 

式中 ( ), ,θ τφ
JG
ϕ 为式(6)VRT 方程的解。对于由两种降雨以 Markov 特性混合而成的随机降雨层， ( ), ; ,P τ D z d 为 [10]： 
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其中 ( );if τ z 表示，当空间位置为 z的点处于降雨 i中时，其光学厚度为 τ的概率密度函数为 if ； ip 表示空间任意

位置处出现降雨 i的概率， i=1,2。记第 i种降雨的平均层厚度为 id ，则有 ( )1 2i ip d d d= + 。将式(11)代入式(10)： 
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为了下文计算，引入一个量 ( );iE k z ，定义为 [13]：  

Fig.1 Model of stochastic layered precipitation medium
图 1 随机降雨层的几何结构 
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式中： ( )1 2 1 2cd d d d d= + ；当 0k > 时， 0r± > ， ( );iE k z 是 2 个衰减指数函数之和； 0z = 时， ( );0 1iE k = 。  

3  SVRT方程的解 

由降雨层的矢量辐射传输模型，用迭代法求解式(6)VRT 方程，得到一阶右行和左行辐射强度分别为 [4]：  
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其中， 0 2θ π≤ ≤ 。将式(16)、式(17)代入式(12)分别得到：  
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在式(19)中用 x替换 D τ− ，并考虑到式(13)，得到：  
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式(20)、式(21)即为本文所讨论的随机降雨层中一阶辐射强度的统计平均值。  
在大气遥感领域，通常需要计算极化的双站散射系数和后向散射系数，分别定义为 [4]：  
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式中： , ,p q v h= ； 0iI 为入射强度，辐射强度的下标 t和 s分别表示随机降雨层的透射强度和反射强度。在式(20)
中令 z d= 可得右边界处一阶透射辐射强度，代入式(22)得到区域 C 中一阶同极化 VV 双站散射系数：  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2s in

11in in in in in1in

3
, ; , , ; , ; ;

2vv t t t t i i i tit

µ
γ θ θ ph θ θ p E µ d E µ d

µ µ
ω

φ φ φ φ
=

= −∑
−

⎡ ⎤⎣ ⎦           (24) 

同理可得区域 A 中一阶同极化 VV 后向散射系数：  
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其中，式(24)和式(25)中的上标 s表示所得结果为随机值。  
进一步考虑，如果 2 种降雨的消光系数相同，即 e1 e2 eκ κ κ= = ，随机降雨层退化成确定降雨层。由式(13)~式

(15)得到 e( ; ) exp ( )iE k z κ kz= − 。从而式(24)和式(25)分别退化成：  
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易见，当随机降雨退化成非随机降雨时，用本文方法得到的随机值与迭代法得到的非随机值一致 [4]。  

4  数值结果与讨论 

考虑频率 f=3 GHz (S 波段)的单位强度垂直极化波，以角度( 0iθ = 30º 0, iφ = 0º)入射到一层随机降雨介质层。2

种降雨强度大小分别为 1 12.5R = mm/h， 2 25R = mm/h，降雨温度 1 2T T= = 10ºC，区域 A 中的后向观测角为( sθ = 30º, 

sφ = 180º)。雨滴大小服从 Marshall–Palmer 分布 [14]，介电常数由 Debye 公式给出 [4]。以下数值模拟均以区域 A 中
的后向散射系数为例，对于区域 C 中的双站散射系数，用同样的方法可以得到同样的结论。  

4.1 MC 验证  

用 MC 方法产生随机降雨层的一系列物理实现，然后对每个 MC 实现运用迭代法求解确定 VRT 方程，多次
重复计算并把所得结果的平均值作为随机降雨层的解 [15]。如图 2 所示，左图为 50 次物理实现的数值结果，右图
为本文方法和 50 次计算的平均值的比较。可以看出本文结果和 MC 方法所得的结果吻合较好。  

4.2 随机降雨层和确定降雨层  

考虑 2 种确定降雨层Ⅰ和Ⅱ，分别对应降雨强度
1 和 2。分别计算随机降雨层和 2 种确定降雨层的后
向散射系数，如图 3 所示。易见，消光系数 eκ 较大
的确定降雨层Ⅱ位于最上方， eκ 值较小的确定降雨
层Ⅰ则位于最下方。并且随着介质层厚度的增加，3
条曲线之间的距离先增大后减小并最终趋于同样的

饱和值。从数学上解释，在后向散射系数表达式(25)
中， eκ 和 d 耦合成 ( )eexp κ d− 指数因子。由于降雨层

的消光系数 eκ 很小，约为 10–6 量级，当 d 较小时，
有 ( )eexp 1κ d− ≈ ，3 种降雨层的数值结果基本一致。

随着 d 的增大，因子 ( )eexp κ d− 的数值也随之增大，3

种介质之间逐渐体现出显著的差别。当 d 足够大时， ( )eexp 0κ d− ≈ ，3 种介质均达到相同的饱和值。从物理意义

上解释，随着 d 的增大，降雨层的随机性和多次散射逐渐增强，降雨层散射特性的差别最终导致结果显著的差别。
当 d 足够大时，区域 C 中的透射辐射能量为零，介质层内部的辐射强度分布达到饱和状态。 eκ 的数值大小只影
响电磁波辐射强度达到饱和值的速度，而不影响最终饱和值的大小。 eκ 越大，达到饱和的速度越快。  

4.3 随机介质参数 ip 和 cd 对结果的影响  

对于由 2 种成分组成的随机介质，包含 2 个独立的参数 ip 和 cd 。 ip ( i =1 或 2)反映的是随机介质的组成情况。 
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Fig.2 Validation of the theoretic results via Monte Carlo method 
    图 2 MC数值验证  
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Fig.3 Comparison of results for stochastic and deterministic media 

图 3 随机降雨层和确定降雨层的后向散射系数 vs.降雨介质层厚度

1
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ip 越大，随机降雨层所表现出来的特性与第 i种降雨越接近。表 1中 5 种不同情况下的随机降雨层结果如图 4 所示。 

当 ip 一定时，参数 cd 所反映的是一定距离内两种降雨交替出现的频率。由式 (13)~式 (15)得到

( ); 0i cE k z d∂ ∂ > 。因此 2 种降雨交替出现的频率越高，所观测到的后向散射系数越大。表 2 中 3 种不同情况下

的后向散射系数如图 5 所示，可以看出 cd 的变化对数值结果的影响很小。这是因为降雨层的消光系数 eκ 很小，

( ); 0i cE k z d∂ ∂ ≈ ，因此在实际降雨层微波遥感中，2 种组成降雨层介质交替出现的频率对结果影响不大，只需要

考虑 ip 对结果的影响。  

4.4 随机值和平均值  

分别将确定降雨层Ⅰ和Ⅱ的后向散射系数和降雨强度取统计平均，得到散射系数平均介质( s
1 1 2 2= s

νν νν ννσ p σ p σ+ )

和降雨强度平均介质( 1 1 2 2R p R p R= + )，与随机介质的数值结果进行比较。如图 6、图 7 所示，其中左图为随机值
和平均值对比曲线，右图为两者相对误差 α，定义为：  

s

s 100%vv vv

vv

σ
α

σ
σ−

= ×                                (28) 

从图 6、图 7 中可以看出，降雨强度平均降雨层和随机降雨层的数值结果非常接近，最大相对误差在 0.5%
之内，因此精度要求不高的时候可以用它来代替随机降雨层，但这仅适用于消光系数较小的随机介质层。对于消

光系数较大的介质层，数值结果验证上述结论不再成立。可以预测，对于由多种降雨强度大小的降雨混合而成的

随机降雨层，同样可以用降雨强度平均介质代替随机介质。此外，由图 6、图 7 还可以看出，当介质层厚度增大  
 

表 2 三种情况下的随机降雨层参数 
Table 2 Stochastic precipitation parameters of three cases 

 i1d /km �2d /km � cd /km 
case A 10 10 5 
case B 1 1 0.5 
case C 0.1 0.1 0.05 

case a case b case c case d case e
p1=0.9,p2=0.1 p1=0.7,p2=0.3 p1=0.5,p2=0.5 p1=0.3,p2=0.7 p1=0.1,p2=0.9

表 1 五种情况下的随机降雨层参数 
Table 1 Stochastic parameters of five cases
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Fig.6 Results for stochastic precipitation medium and averaged scattering-coefficient medium 
图 6 随机降雨层和散射系数平均降雨层的后向散射系数及相对误差 
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Fig.4 Comparison of results for five cases of different pi 
图 4参数 pi对数值结果的影响 

Fig.5 Comparison of the results for three cases of different dc

图 5 参数 dc变化对后向散射系数的影响 
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时，可以平滑掉平均介质和随机介质之间的误差。  

5  结论 

本文用一种随机降雨层模型描述自然界中降雨强度随时间和空间变化的实际降雨过程，建立 SVRT 方程并求
解得到了降雨层的双站散射系数和后向散射系数。用 Monte Carlo 方法验证了本文方法的正确性，讨论了随机降
雨层和确定降雨层之间的内在联系与区别，以及随机降雨层参数变化对结果的影响。最后比较了随机降雨层和两

种平均降雨层，在精度要求不高的情况下，可以用降雨强度平均降雨层近似代替随机降雨层。  

本文中利用式(11)计算时，确定 VRT 方程的解 ( ), ,θ τφ
JG
ϕ 为一阶解，因此最终结果只有同极化项，而交叉极化

项为零，如果将 ( ), ,θ τφ
JG
ϕ 计算到二阶，包含了交叉极化项，那么最终所得结果也会包含了介质层对电磁波的交叉

极化影响。  
所提出的随机介质模型以及 SVRT 方程的解法，除了适用于降雨层之外，还可以适用于其他具有 Rayleigh

相矩阵的球形粒子层，如云层、雪层等。由于云层和雪层的组成也是不断变化的，也可以视为随机介质 [16-17]。  
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Fig.7 Results for stochastic precipitation medium and averaged rain-rate medium 
图 7 随机降雨层和降雨强度平均降雨层的后向散射系数及相对误差 
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