
第 8 卷  第 6 期              信  息  与  电  子  工  程              Vo1．8，No．6 

2010 年 12 月          INFORMATION AND ELECTRONIC ENGINEERING            Dec．，2010 

文章编号：1672-2892(2010)06-0641-06 

被动虚拟阵列的 CRB 界及最大似然估计方法研究 
孙宝华，汤  俊，唐  波 

(清华大学  电子工程系，北京  100084) 
 

摘  要：针对利用机载运动平台对窄带微波信号进行侦测的背景，研究了被动虚拟阵列 (PASA)

对窄带微波信号的参数估计性能。在考虑方向角、频率和幅度均为未知参数的条件下，推导了方向

角估计的克拉美劳界(CRB)的表达式，同时给出了 PASA 合成孔径长度的选取方案。另外，本文给

出了 PASA 对方位角估计的最大似然(ML)估计算法。研究表明，随着合成孔径长度和信噪比的增加，

ML 估计误差可以很快地收敛于 CRB，但存在阈值效应。计算机仿真结果验证了本文研究结果的正

确性。 
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CRB and maximum likelihood estimation for passive synthetic array 
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Abstract：In this article, performance of estimation of signal parameters in PAssive Synthetic Array 

(PASA) is studied, focusing on the background of airborne platform intercepting narrowband microwave 

signals. Cramer-Rao Bound(CRB) of bearing is derived in case that none of bearing, frequency and 

amplitude is known. And a synthetic aperture selecting method is given to achieve the desired estimation 

precision. In addition, Maximum Likelihood(ML) estimator is derived for PASA. It is demonstrated that ML 

estimating error can converge to CRB quickly with increasing synthetic aperture length and Signal to Noise 

Ratio(SNR), but a threshold effect exists. The result is validated by computer simulation. 
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虚拟阵列可以在实际阵元数量比较小的情况下，通过接收平台的运动，合成大的天线孔径，从而提高单点测

向的精密度。被动虚拟阵列(PAssive Synthetic Array，PASA)，也称为被动合成孔径技术，是指虚拟阵列不主动发

射信号，而依靠接收目标的辐射信号，以此对目标参数进行估计的技术。  
从目前的公开文献来看，被动虚拟阵列性能和算法的研究主要集中在水声领域中 [1-7]。目前，在微波领域内，

主动式虚拟阵列技术(如合成孔径雷达)已经得到了充分的研究和应用 [8-9]。但是，基于被动虚拟阵列的研究工作还

未得到充分开展。本文工作以机载平台对窄带微波信号的测向技术为背景，初步研究了被动虚拟阵列在这个领域

内应用的可能性。  

1  被动虚拟阵列的 CRB 界  

1.1 信号模型  

假定模型如图 1 所示，机载平台和远场目标在同一平面上，以已知的速度 v 运动。N 个各向同性的阵元组成

等间距的线阵，阵元间隔为 d。机载平台在时刻 tk=δT(k-1)(k=1,2,…,K；δT 表示采样间隔；K 表示采样点数)对接

收到的信号采样。信号的波达方向为 θ。  
接收到的信号为：  

                        , , ,n k n k n ky x w= +                                   (1) 
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式中： ,n ky 为第 n 个阵元在时刻 tk 接收到的信号，n=1,2,…,N；

,n kx 为第 n 个阵元在 tk 时刻期望接收的信号； ,n kw 为第 n 个

阵元在 tk 时刻接收到的噪声。假定各阵元在各时刻接收到的

是独立同分布的高斯白噪声，均值为 0，方差为 2σ 。  
对于单个信源的窄带信号，有：  

,
( 1) sin'j2exp kn k tk

n df t
c

x a θ⎡ ⎤−⎛ ⎞π −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

=          (2) 

式中：
kt
a 为窄带信号在 tk 时刻的幅度； '

0 df f f= + 为收到

信号的频率，其中，f0 是信源频率， 0

sin
d

v
f f

c

θ
= 是相对运

动产生的多普勒频移；c 为光速；θ 是待估计的角度。将 'f 代入式(2)， ,n kx 表示为：  

0
sin ( 1)j2 1 sinexp

k kn k t
v n df t
c c

x a θ θ
⎛ ⎞−⎛ ⎞⎛ ⎞π + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
=

,
                        (3) 

对于带宽为 B0 的窄带信号，有：  

k kt ta a τ+≈                                    (4) 

式中 τ 满足：  

0

1

B
τ ≪                                     (5) 

令 τ 等于侦测的时间长度 ( 1) TK δ− ，因此对于窄带信号，
kt
a 可以看作不随时间变化的量。记作：  

1 kt
a a=                                     (6) 

于是式(3)变为：  

01
sin ( 1)j2 1 sinexp kn k
v n df t
c c

x a θ θ
⎛ ⎞−⎛ ⎞⎛ ⎞π + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
=

,
                     (7) 

令： 1, 2, ,, , ,( ) k k N kx x xk ⎡ ⎤⎣ ⎦=x , 1, 2, ,( ) , , ,k k N kk y y y= ⎡ ⎤⎣ ⎦y , 1, 2, ,( ) , , ,k k N kk w w w= ⎡ ⎤⎣ ⎦w 。  

于是，信号模型的矢量形式为：  
( ) ( ) ( )k k k= +y x w                                (8) 

式中 ( )ky , ( )kx , ( )kw 都是 N×1 的向量， ( )kw 的自相关函数为对角阵 R。令：
T

T T T(1), (2), , ( )K⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦= y y yY ，则 Y 的

概率密度函数(Probability Density Function，PDF)为：  

( ) ( )( )1
1

1
( ) ( ) ( ) ( )( ; ) exp

K
H

k
k k k kp cθ −

=
− − ⋅ −= ∏ y x R y xY                    (9) 

式中 1c 是使得上式积分为 1 的常数项。将式(9)的矩阵形式展开，得：  

( ) ( )( )2
, , , ,1

1 1

*( ; ) exp
K N

n k n k n k n k
k n

y x y xp c σθ −

= =
− − ⋅ −= ∏ ∏Y                    (10) 

1.2 单独估计方向角 θ 的 CRB 

假设频率 f0 和幅度 a1 为已知的确定性参数，只估计一个参数 θ，文献[1,3]已给出此种情况的结果。令 2
1ρ a σ= / 2

为信噪比， ( 1)L = N d- 表示物理孔径长度， ( 1)TD = v Kδ − 表示虚拟孔径长度。对于标准阵列有 0/ 2 / (2 )d c fλ= = ，

得到方向角 θ 的 CRB：  

22 2

1 3
( )

(cos ) ( 1)(2 1) 3
1

2

CRB
ρ KN N N D D

L L

θ
θ

=
π − −

− +
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

                  (11) 

当 0v = 时， 0D = 。此时就得到静止时的 CRBs：  
 

Fig.1 Airborne PASA intercepting narrowband microwave signal
图 1 机载平台被动虚拟阵列侦测窄带微波信号 
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s 2 2

3
( )

(cos ) ( 1)(2 1)
CRB

KN N N
θ

ρ θ
=

π − −
                            (12) 

二者相除，得到虚拟阵列与 CRBs 的比值：  

2
s

( ) 1

( ) 3
1

2

CRB

CRB D D

L L

θ

θ
=

− +
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

                               (13) 

这正是文献[1,3]中给出的结论。  

1.3 方向角 θ 和频率 f0 联合估计的 CRB 

假设幅度 a1 是已知的确定性参数，Sullivan 已经在文献[2]中给出联合估计未知参数 θ 和 f0 的结果。  

1.4 方向角 θ、频率 f0 和幅度 a1 联合估计的 CRB 

假设 θ,f0,a1 均为未知的确定性参数，这是本文重点研究的情况。此时，需要对 3 个参数联合估计，然后根据

费舍信息阵得出 θ 的 CRB。  

令： T T
1 2 3 0 1( , , ) ( , , )f aΘ Θ Θ θ= =Θ 为待估矢量。则费舍信息阵为：  

[ ]
2

2

ln ( ; )
( )

p
E

∂
= −

∂

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

Θ
Ι Θ

Θ

Y
                               (14) 

式中 iΘ 表示向量Θ 的第 i 个元素， [ ]
2 ln ( ; )

( )
ij

i j

p
E

Θ Θ

∂
= −

∂ ∂

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

Y Θ
Ι Θ 。  

于是，得到费舍信息阵为：  

1 1 1 12 2 2
0 1 0 1 2

1 1 1 12
1 1 1 12 2 21

0 1 2 22
1 1 1 1

2
1

(2 ) (2 ) 0

2
( ) (2 ) (2 ) 0

1
0 0

N K N K

n k n k
N K N K

n k n k

f f

a
f

a

σ

− − − −

= = = =
− − − −

= = = =

π π∑ ∑ ∑ ∑

= π π∑ ∑ ∑ ∑

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Ψ ΨΨ

ΨΨ ΨΙ Θ                       (15) 

式中： 1 2

( 1) ( 1) sin 2cos cosk
v n d v n dt
c c c

θΨ θ θ
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

− −= ⋅ − − ；
2

2 2

( 1) ( 1) sinsin sink k
v n d v n dt t
c c c

θΨ θ θ
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

− −= + ⋅ − − 。  

那么，角度 θ 的 CRB 为：  

( )( )

1 1 2 2
222

1 1
1

2
1

1
(2π)

( )
2 det

N K

n ka
CRB

a

σ
θ

− −

= =
∑ ∑

=
I Θ

Ψ

                              (16) 

式中 det( )⋅ 表示取行列式。因为式(16)是 1Ψ 和 2Ψ 平方的多项式求和的形式，比较复杂，为了化简式(16)，首先略

去 1Ψ 和 2Ψ 中含有的 21 / c 项，得到如下近似：  

( )1 2

cos( 1) ( 1) sin 2cos cos ( 1)k k
v n d v n dt vt n d
c c cc

θθθ θ
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

− −= ⋅ − − ≈ − −Ψ        

( )
2

2 2

sin( 1) ( 1) sinsin sin ( 1)k k kk
v n d v n dt t t vt n d
c c cc

θθθ θ
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

− −= + ⋅ − − ≈ + − −Ψ  

将上面的 1Ψ 和 2Ψ 代入式(16)，同时利用 2( 1) 2 1K K− ≈ − ， 2( 1) 2 1N N− ≈ − ，并略去含有的 21 / c 项后，上式

化简为：  
2 2

2 2 2
1 0

1 48
( )

(2π cos ) ( 1)(2 1) 7

c
CRB

a f d KN N N

σ
θ

θ
=

− −
                     (17) 

 



644                            信 息 与 电 子 工 程                            第 8 卷  

 
在标准阵列 0/ 2 / (2 )d c fλ= = 情况下：  

2 2

1 48
( )

π (cos ) ( 1)(2 1) 7
CRB

KN N N
θ

ρ θ
=

− −
                         (18) 

对比式(18)和式(11)，可以发现，3 个参数联合估计和单独估计方向角的共同点在于：二者的第 1 项因子相同，

即都与信噪比、方向角余弦的平方、采样点数和阵元数有关。不同点在于二者的第 2 项因子不同，式(18)中第 2

项因子为 48/7，而式(11)中第 2 项因子为
2

3
3 1
2

D D
L L

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

− +

。当 D/L 取 3/4 时式(11)取得最大值，且恰好等于式(18)。

即联合估计的 CRB 大于等于单独估计的 CRB，这与经典估计的理论吻合。  

1.5 CRB 随合成孔径的变化  

在工程应用中，需要知道达到所需精密度要求的最短合成孔径长度 (Synthetic Aperture Length，SAL)。对于

1K K≈ − ，有 / ( )TK D vδ≈ 的近似。将式(18)整理为：  

2 2 2 2

48 48
( )

π cos ( 1)(2 1) 7 π cos ( 1)(2 1) 7
t t

t

v v
CRB

v KN N N DN N N

δ δ
θ

ρ θ δ ρ θ
= =

− − − −
           (19) 

在图 3 的仿真结果中可以看出，随着 SAL 的增加，CRB 逐渐下降。但是存在着阈值效应，CRB 在 SAL 的

阈值点两侧斜率差异明显。为了得到 SAL 的阈值，写出 CRB 变化率和 SAL 的关系：  

2 2 2

( ) 48

π cos ( 1)(2 1) 7
tvCRB

D D N N N

δθ

ρ θ

∂
= −

∂ − −
                     (20) 

这样，可以给出被动虚拟阵列 SAL 的选取方案：在给定估计精密度 CRB 变化率门限值 '( )CRB θ 的条件下，

SAL 可以由以下解析式给出：  

' 2 2

48

( ) π cos ( 1)(2 1) 7
tvD

CRB N N N

δ

θ ρ θ
= −

− −
                      (21) 

这意味着，在给定的 '( )CRB θ 条件下，SAL 达到 D 时，所获得的性能与合成孔径长度比是最佳的，当 SAL
大于 D 时，CRB 改善不明显；当 SAL 小于 D 时，CRB 迅速恶化。  

2  被动虚拟阵列 ML 估计  

对于确定性参数估计，ML 估计器是一种渐进最佳估计器。当采样点数增多，ML 估计器渐进无偏，估计方

差渐进于 CRB 界。假设信号模型 f0 已知，ML 可以通过对数概率密度函数 ln p(y,θ)求导，求导数为零的点得到： 
*

2 , ,*
, , , ,

1 1
( ) ( )

ln ( ; )
0

K N
n k n k

n k n k n k n k
k n

x x
y x y x

p
θ θ

θ
σ

θ
−

= =

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟− − + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∂
= − =∑ ∑

∂

Y
             (22) 

化简，得：  

( )* *
, , ,

1 1

( 1) 2 sin
( 1) ( 1) 0

K N

n k n k n k n T
k n

x y y x
v n d

v k n d
c

θ
δ

= =
− +

−
− − − − =∑ ∑

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

,k              (23) 

通过寻找满足式(23)的 θ，然后选择使式(10)最大的点，就可以得到被动虚拟阵列的 ML 估计器 θ̂ 。 θ̂ 是在机  
载平台对地面窄带通信信号测角情况下的 ML 估计器。它是一个多项式求和的形式，利用了所有在时间上和空间

上采样得到的信息，既包含所有 N 个阵元的信息，又包括所有 K 个采样时刻的信息。  

3  仿真结果  

3.1 CRB 随阵元数的变化  

图 2 给出 3 个参数联合估计与单独估计 2 种情况下，CRB 随阵元个数的变化情况。仿真参数为：θ＝35°, 

50K = ,f0=900 MHz,c=3×108 m/s, 200v =  m/s,δT=1×10-4 s, SN 0R =  dB。  

可以看出，联合估计时的 CRB 要高于单独估计时的 CRB。另外，无论是联合估计还是单独估计，估计性能  
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都随阵元数的增多而提高，但是，存在着阈值效应。阵元数 N 在 20 附近时 CRB 的斜率差异明显；当 N 小于 20
时，CRB 随阵元数的增加剧烈下降；当 N 大于 20 时，CRB 随 N 的增加变化缓慢。另外，当 N 等于 10 时，PASA 
3 个参数联合估计时 CRB 的平方根可以达到 0.25°。  

3.2 CRB 随合成孔径长度的变化  

CRB 随 SAL 的变化关系如图 3 所示，仿真参数为：θ=35° ,N=8, f 0=900 MHz,c=3×108 m/s,v=200 m/s , 
δT=1×108 s,RSN=0 dB。 

可以看出，随着 SAL 的增加，CRB 逐渐下降，但是，存在着阈值效应。SAL 在 4 m 附近时 CRB 的斜率差

异明显。当 SAL 小于 4 m 时，CRB 随 SAL 的增加剧烈下降；当 SAL 大于 4 m 时，CRB 随 SAL 的增加变化缓慢。 
CRB 变化率随 SAL 的变化关系曲线如图 4 所示。  
可以看出，在给定抽样间隔 T 和相对速度 v 及其它给定参数条件下，SAL 大于 10 m 时，联合估计时 CRB

的变化率绝对值已经小于 0.1°/m。  

 
3.3 ML 随 SNR 的变化  

图 5 给出 ML 的平均估计误差随 SNR 的变化曲线，ML 算法仿真 100 次计算平均误差，并与 CRB 对比(只考

虑 v<0 的情况)。仿真参数为：θ=35°,K=50,N=8,f0=900 Hz,c=3×108 m/s,v=200 m/s,δT=1×10-4 s。  
可以看出，随着信噪比的增大，ML 估计的平均误差和 CRB 都在下降，且 ML 的平均估计误差逐渐逼近 CRB。

但是，存在着阈值效应，RSN 在 10 dB 附近时 CRB 的斜率差异明显。当 RSN＜10 dB 时，CRB 随 RSN 的增加剧烈

下降；当 RSN＞10 dB 时，CRB 随 RSN 的增加变化缓慢。另外，当 RSN＞10 dB 时，ML 估计的平均误差仅比 CRB
高 0.05°，很好地逼近了 CRB。  

 
 

Fig.4 CRB differential coefficient function of SAL
图4 CRB变化率与合成孔径长度的关系 
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Fig.5 Effect of SNR on ML estimation error
图5 ML估计误差与信噪比的关系 

-10   -5    0    5    10    15   20   25   30   35   40
RSN/dB 

es
tim

at
in

g 
er

ro
r/(

°)
 

0.50

0.45

0.40

 0.35

0.30

0.25

0.20

0.15

0.10

0.05

simulation parameters: 
θ=35° 
N=8 
f0=900 MHz 
c=3×108 m/s 
v=200 m/s 
δT=1×10-4 s 

bearing estimating error of ML
CRB of only estimating bearing

Fig.2 Effect of element number on CRB
图2 阵元个数对CRB的影响 
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Fig.3 Effect of SAL on CRB 
图3 合成孔径长度对CRB的影响 
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3.4 ML 随合成孔径长度的变化  

图 6 为 ML 估计误差平均值随合成孔径长度的变化

曲线，ML 算法仿真 100 次计算平均误差，并与 CRB 对

比。仿真参数为：θ=35° ,N=8,f0=900 MHz,c=3×108 m/s, 
v=200 m/s,δT=1×10-4 s,RSN=0 dB。  

可以看出，随着 SAL 的增大，ML 估计的误差逐渐

逼近 CRB，但是，存在着阈值效应。SAL 在 20 m 附近

时 CRB 的斜率差异明显。当 SAL 小于 20 m 时，CRB
随 SAL 的增加剧烈下降；当 SAL 大于 20 m 时，CRB
随 SAL 的增加变化缓慢。在给定仿真参数情况下，SAL
大于 20 m 时 ML 估计的性能很好地逼近 CRB。如果速

度 v=200 m/s，意味着 ML 可以在 0.1 s 收敛于 CRB。  

4  结论  

本文重点研究了虚拟阵列对窄带信号的测向性能，得出了在方向角、载频和幅度都未知情况下角度估计的

CRB。结果表明，影响 CRB 的因素包括信噪比、方向角余弦的平方，采样点数以及阵元数。测角精密度随着这

些参数的增加而得到改善，但测角性能的改善存在阈值效应。另外，本文研究了虚拟阵列的 ML 算法及其性能，

结果表明 ML 估计器可以在指定条件下很好地收敛于 CRB。  
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Fig.6 Effect of SAL on ML estimation error
图6 合成孔径长度对ML平均误差的影响
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