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摘  要：从数据重用因子出发，得到了基于部分更新仿射投影算法 (SR-APA)的改进算法。该

算法通过加权改变了 SR-APA 的数据筛选规律，从而降低了等效数据重用因子，并且通过对未加权

原始数据的重新利用巧妙地避免了加权带来的条件数增加问题，最终达到了降低稳态均方误差

(MSE)的效果。仿真结果表明，该算法不仅 MSE 比 SR-APA 低，收敛速度也比 SR-APA 快。在收敛

速度相同时，该算法计算量只有 SR-APA 计算量的 50%左右。 
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An affine projection algorithm with selective weighted regressors 

PENG Zui-liang，LI Feng 
(Department of Electronics Engineering，Fudan University，Shanghai 200433，China) 

Abstract：Based on Affine Projection Algorithm with Selective Regressors(SR-APA)，a new algorithm 

is proposed with a view to data reusing factor. The proposed algorithm introduces a weighting method to 

change the selective principles. Unweighted original data is reused in the iteration to avoid increasing the 

condition number of the input data, and finally the steady state Mean Square Error(MSE) is reduced. 

Simulation results show that the proposed algorithm not only reaches lower steady state MSE than SR-APA, 

but also accelerates the convergence speed of SR-APA. And with the same performance，the proposed 

algorithm has only 50% computations of SR-APA. 
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仿射投影算法(APA)是一种重复利用过去数据以提高收敛速度的自适应滤波算法 [1]。该算法在通信、自动控

制等领域中有着广泛应用。在诸如动态噪声消除、回声消除等一些应用领域，往往需要高阶的自适应滤波器来进

行数据处理，而高阶的 APA 的计算复杂程度与其输入数据的维数成正比，高阶的 APA 会带来大量的计算，因而

会大大影响其实用性 [2]。文献[3]提出的算法在每次权值更新时只更新滤波器的部分抽头，在滤波器抽头数庞大时

能 减 少 计 算 量 。 集 员 滤 波 器 的 数 据 选 择 性 也 使 得 其 计 算 量 与 APA 相 比 大 大 降 低 [4]。 部 分 更 新 仿 射 投 影 算 法

(SR-APA)从输入数据向量集合中选一个子集用于每次迭代，该算法的最大优点在于所选择子集能够使代价方程

的改变最小，从而能够在大大降低传统 APA 计算量的同时，最大程度保持传统 APA 的收敛性能 [2]。然而 SR-APA
在改善稳态均方误差(MSE)方面却没什么效果。APA 的 MSE 与数据重用因子有关，数据重用因子越高，收敛越

快，MSE 越大 [5]。本文在 SR-APA 的基础上，用加权的方法降低等效的数据重用因子，同时保持传统 APA 的收

敛特性，降低 MSE，提高 SR-APA 的性能。  

1  仿射投影算法与部分更新仿射投影算法 

1.1 仿射投影算法 

APA 的目标是为使下式最小化：  
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式 中 ： T

0 0 0 0[ (1), (2), , ( )]w w w M=w 为 未 知 的 M×1 线 性 有 限 冲 激 响 应 (Finite Impulse Response ， FIR) 系 统 ；

[ ( ), ( 1), ,k x k x k= -x T( 1)]x k M +- 为 M×1 输入数据向量； T
1 1[ , , , ]k k k k L− − +=X x x x 为 L×M 输入数据矩阵，L 为数

据重用因子即 APA 的阶数； [ ( ), ( 1), ,k d k d k= -d T( 1)]d k L +- 为 L×1 期望输出，(·)T 为矩阵的转置操作。  

通过将约束最优化问题转化成无约束最优化问题，可解得 APA 权值更新表达式为(详细证明见文献[1])：  

       T T 1
1 ( )k k k k k kμ −
+ = +w w X X X e                          (2) 

设 k k kw=y X 为实际输出， T[ ( ), ( 1), , ( 1)]k v k v k v k L= +- -v 为误差向量，则上式中的误差向量 k k k kd v y= + −e ，

μ 为步长因子。  
此时的最优目标函数表达式为 [2]：   

2 T T 1
min 1 1

1
( ) ( )

2k k k k k k kJ −
+ += − +w w w e X X e                        (3) 

1.2 部分更新仿射投影算法 

设 r (0,1)∈ 为 1 个比例因子，R=rL 为实际用于权值更新的输入数据向量维数，TR={t1,t2,…,tR}为输入数据的 R

子集，t1<t2<...<tR {0∈ ,1,…,L-1}。若所有 TR 构成一个集合 S，SR-APA 的目的即从 S 中选出一个最优的 R 子集 TRopt

用于权值更新 [2]。改写约束方程为 [2]：  
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式中： T
, 1 2[ ( ), ( ), , ( )]

Rk T Rd k t d k t d k t= - - -d ； T
, [ , , , ]

R i Rk T k t k t k ti− − −=X x x x 。同样通过将约束最优化问题转化成无约

束最优化问题，可得此时权值更新表达式为 [2]：  

       T T 1
1 , , , ,( )

R R R Rk k k T k T k T k Tμ −
+ = +w w X X X e             (5) 

式中 , , ,R R Rk T k T k T k= −e d X w 。此时目标函数极小表达式为 [2]：  

    
2 T T 1

,min 1 1 , , ,

1
( ) ( ),2R R R R RT k k k k T k T k T k TJ −

+ += − +w w w e X X e                        (6) 

式(2)是输入数据完整时推导出的最优表达式，而式(5)是在缺少部分输入数据的情况下推导出来的。要使式

(5)与式(2)收敛速度最接近，式(6)与式(3)差别应最小 [2]。将式(6)中的后半部分写成如下 [2]：  
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定义
22 ( ) / k ie k i −− x 为筛选因子，由于式(7)的右边项的正定性，应该选出筛选因子集合中最大的 R 项以使

式(6)与式(2)差别最小 [2]。设最大 R 项下标为{t1opt,t2opt,…,tRopt}(t1opt< t  2opt<…<tRopt)，选出对应的误差项和输入数据有： 

                          
opt

T
, 1opt 2opt opt[ ( ), ( ), , ( )]

Rk T Re k t e k t e k t= - - -e                     (8) 

         
opt topt opt

T
, 1opt

[ , ,..., ]
R Rk T k t k t k tX − − −= x x x                         (9) 

将式(8)和式(9)代入式(5)中即得到了最终的 SR-APA。传统 L 阶 APA 每次迭代所需乘法数为(L2+2L)M+L3+L2，

SR-APA 每次迭代所需乘法数为((rL)2+2Lr)M+(rL)3+(rL)2，另外多了(1-r)LM+L+1 次乘法和 L 次除法用于排序。

在 0.5≤r<1 时 SR-APA 性能与传统 APA 相比只有微小的改变 [2]。  

2  加权部分更新算法 

SR-APA 能大量减少 APA 的计算量，然而该算法在降低 MSE 方面却没有改善，在计算量相当时比 APA 的 MSE 性能

反而要差 [2]。MSE 理论上为能量均方误差(Energy Mean Squared Error，EMSE)与噪声能量之和，若要改善算法的

MSE 性能，即要降低 EMSE。文献[5]给出了计算 APA 额外均方误差 EMSE 的理论式：  
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从式(10)看出，可以降低数据重用因子 L 或者减小步长 μ。然而降低 L 或者是 μ 的后果是必然会使收敛性能

下降 [1,5-6]。本文提出加权部分更新算法(Weighed SR-APA)，可以在降低 L 的同时减小 MSE，从而进一步减少

SR-APA 的计算量，提高其性能。  

2.1 数据加权 

首先考虑加权对数据筛选的影响。设Λ L=diag (λ0,λ1,…,λL-1)，Λ M=diag (λ0,λ1,…,λM-1)，0<λ≤1。对不同时间输

入的数据按照指数形式加权得到 L M
k k=ΛX Λ X Λ [7]。 

设先验误差为 T T
, 0( ) Δ ( )a k k i k k i ke k i − −− = = −x w x w w ，则加权后的先验误差可写成： 

   T 1 2 1
, ( ) diag ( , , , )Δi i i M

a k k ie k i λ λ λ− − − +
−− =Λ x w                (11) 

在平稳环境中下面的一组式子成立[5]： 
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设 2
xσ 为输入数据的功率，很容易得到下面的等式： 
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忽略先验误差与输入数据间的弱相关性 [5]，对筛选择因子取期望并将分式上下展开有：     
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式(14)中，1) 当 λ=1 时，筛选因子的期望相同，由于输入数据是同分布的，输入数据向量被选出的概率一样，

此时 WSR-APA 等效于 SR-APA；2) 若 λ 非常接近于 0，时间靠前的筛选因子期望要比时间靠后筛选因子的期望

大得多，因而往往被选出来的输入数据向量即为最后 R 个输入数据向量，此时 WSR-APA 等效于 R 阶的传统 APA；

3) 若 λ 取值介于上两者之间，输入时间越靠前，即 i 越大，分母越小，筛选因子的期望也就越大，在输入数据

同分布情况下被选出的概率也就越大，这样，不加权时输入数据向量被选出来的概率相等，而加权后时间靠后的

筛选因子被放大，最优 R 集合被约束在时间靠后部分，实际等效于降低了 L 的取值。  
显然 λ 越小，最优 R 子集选择范围就越小，EMSE 也就越小，极端情况是最优 R 子集会只选出最后的 R 个

输入数据向量。但是往往需要保留对式(6)贡献非常大的输入向量，这样才能充分利用选择性带来的优势，以获

得最快的收敛速度，从这个角度出发，λ 应该尽量取接近 1 的常数。因而 λ 应该取接近 1 但小于 1 的一个常数作

为折中。  

  令 ,, ,RR R
k T kk T k T

= −Λ Λe d X w ，式(9)变成：  
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     选出集合{ 2
2

( ) /k k ie k i −−Λ Λx }中的最大 R 项并保留最大项的下标{ 1opt 2opt opt, , , Rt t tΛ Λ Λ }。 

2.2 条件数的考虑  

 上面的分析是从滤波器本身来考虑，加权改变了数据被选出来的概率。然而 APA 的性能除了与滤波器的结

构有关，往往还与输入的数据有关，输入数据相关性越高，输入数据条件数越大，滤波器的收敛性和 MSE 性能

都会越差 [8-9]。实际上可以将式(10)写成式(16)[8]，式中条件数定义如式(17)[10-11]。  
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直 接 对 数 据 进 行 加 权 的 问 题 在 于 加 权 后 的 数 据

会使条件数大大增加。用式(17)作为条件数的一个量

度 [9]，可以得到图 1。图 1 显示的是白噪声通过一阶

AR 滤波器后所得数据加权前后的条件数，加权常数

为 λ=0.95，1 000 次平均。  
从图 1 中可以看到原始数据加权后平均条件数

会增大不少，这对于算法性能的改进非常不利，条件

数的增大不仅会降低收敛速率，从式(16)中可以看出，

还会导致 EMSE 增大。  
事实上条件数在对 APA 的影响主要在于式(3)中

求逆过程 [8]，对原始的 APA 做一个改进，可以避免加

权带来的条件数增大问题，即在求逆时不使用加权后

的数据而选用原始数据，即将式(5)改写成：  

      T T 1
1 , , ,( ), R R R Rk k k k T k T k T k Tμ −
+ = + Λw w X X X e                         (18) 

式中
1 2

T
, -

[ , , , ]
R R

k T k t k t k t− −
= Λ Λ ΛX x x x 为未加权的数据，但是下标根据加权后的数据选出来，误差表达式如下：  

, , 1opt 2opt opt,
[ ( ), ( ), , ( )]

R R R
k T k T k k k k Rk T

e t e t e t= − =Λ Λ Λ Λ Λe d X w                        (19) 

2.3 可变步长 

由于可变步长能够同时取得快的收敛速度和低 MSE[6,12]，在 WSR-APA 中引入文献[12]提出的变步长策略：  

       T T 1
, , , ,( 1) ( ) (1 ) ( )

R R Rk T k T k T k TR
k kα α −+ = + − Λp p X X X e                  (20) 
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式(20)中 α 为经验值。综上所述得到一个加权部分更新算法(WSR-APA)，与 SR-APA 相比，该算法在加权时多了

LM 次乘法，而变步长引入的只是一次除法和 3 次乘法，引入的计算量相对 SR-APA 计算量而言只算很少一部分。 

3  算法仿真  

本节通过系统识别对文章中所提出的算法进行仿

真，并与有关算法进行比较。设未知系统为 32 阶的

FIR 系统，由 MATLAB 随机产生，输入信号为高斯白

噪声通过极点为 0.9 的一阶 AR 滤波器所得到的信号，

SNR 为 30 dB。文中用到的变步长最大步长因子都为 1，

α =0.9,C=0.005。WSR-APA 的加权常数 λ=0.95。所得

到的曲线都经过 200 次平均。  
图 2 中 16 阶 WSR-APA，SR-APA 与 8 阶的 APA

计算量相当，但是 WSR-APA 收敛性能要优于 16 阶的

APA，是 4 种算法中收敛最快的，MSE 也是 4 种算法

中最小的。而 SR-APA 的收敛性能介于 16 阶和 8 阶的

APA 之间，MSE 是 4 种算法中最差的。在相同阶数下，

输 入 数 据 选 择 比 例 相 同 时 WSR-APA 性 能 要 远 优 于

SR-APA。  

Fig.1 Comparison of condition numbers between original and weighted data
图 1 加权前后条件数的比较 

32

30

28

26

24

22

20

18

16

140 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1 000

condition number of original data 
condition number of weighted data 

iteration 
co

nd
iti

on
 n

um
be

r 

iteration 

APA,L=16,μ=0.5 
SR-APA,L=16, μ=0.5,r=0.5 
proposed,L=16,r=0.5 
APA,L=8, μ=0.5  

5

0

-5

-10

-15

-20

-25

-300 50 100 150 200 250 300

APA,L=8

APA,L=16

SR-APA proposed

M
SE

/d
B

 

Fig.2 Convergence speed and steady-state MSE performance of APA,
SR-APA and proposed algorithm 

图 2 APA,SR-APA 和本文算法收敛速度与稳态均方误差性能比较
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图 2 给我们的一个启示是，若 WSR-APA 与 SR-APA

收敛速度一样，WSR-APA 计算量会远远少于 SR-APA。

事实上从图 3 可以看出，r=0.25 时 WSR-APA 性能要远

优于 r=0.25 的 SR-APA，其收敛速度与 r=0.5 的 SR-APA
没 有 什 么 区 别 ， MSE 还 要 小 。 L=16 时 ， r=0.25 的

WSR-APA 的总乘法数约为 1 760 次，而 r=0.5 的 SR-APA
约为 3 400，前者只有后者的一半 [2]。  

最后比较变步长和加权带来的影响，如图 4。VS-APA
为变步长仿射投影算法，VS-SR-APA 为只在 SR-APA 中

引入变步长的一种算法。WSR-APA 仍是 4 种算法中性

能最好的算法，在收敛性能和稳态误差方面的性能都要

比 VS-SR-APA 好得多，比同阶数 VS-APA 也要好，可

见加权对本文算法起主要作用。另外从图 4 可得 r=0.5
的 WSR-APA 的 MSE 与步长为 0.1 的 APA 的一样，收

敛速度比此时的 APA 要快得多。  

4  结论 

本文在 SR-APA 的基础上提出了一种新的算法，该

算法最大的特点在于对输入数据进行加权，从而改变了

SR-APA 数据筛选方式，降低了原算法的等效数据重用

因子，最终达到以少量的计算成本换取收敛速度和 MSE
性能的提高。或者说在与 SR-APA 收敛速度相同时进一

步减少 SR-APA 的计算量，并改善其 MSE 性能。算法的

加权常数 λ 在 0.9~0.99 之间比较合适。另外实验表明，

收 敛 速 度 相 同 时 ， WSR-APA 计 算 量 只 有 SR-APA 的

50%，而此时在 MSE 方面，WSR-APA 比 SR-APA 还要好。  
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图 3 SR-APA 与本文算法比较 
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图 4 变步长和加权对本文算法的影响 
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