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基于稀疏表示的双平行线阵二维 DOA 估计
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摘 要：：为了对空域目标的方位角和俯仰角进行有效估计，提出一种基于稀疏表示的双平行

线阵二维 DOA 估计方法。首先需构建包含目标方位角和俯仰角信息的 2 个空间复合角；然后利用

稀疏表示技术求解其中的一个空间复合角，以此作为前提条件，另一个空间复合角就可以解耦为

一维波达方向 (DOA)估计问题，利用矩阵运算可以求解出来；最后根据已求解的 2 个空间复合角对

方位角和俯仰角进行配对求解。与现有算法相比较，所提方法受快拍数的影响较小，在信噪比较

高、角度间隔较大的情况下，具有良好的性能。
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Two-dimensional DOA estimation of double parallel arrays based on Two-dimensional DOA estimation of double parallel arrays based on 

sparse representationsparse representation
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AbstractAbstract：：In order to estimate the azimuth angle and pitch angle of airborne target effectively, a two-

dimensional Direction Of Arrival(DOA) estimation method based on sparse representation is presented. 

Firstly, it is necessary to construct two spatial compound angles containing the azimuth and pitch 

information of the target; then, one of the spatial composite angles is solved by sparse representation 

technology, and the other spatial composite angle can be decoupled into one-dimensional DOA 

estimation problem, which can be solved by matrix operation; finally, the azimuth angle and pitch angle 

are solved in pairs according to the solved two spatial compound angles. Compared with the existing 

algorithms, the proposed method is less affected by the number of snapshots, and has good performance 

under the condition of high signal-to-noise ratio and large angular interval.

KeywordsKeywords：： sparse representation； double parallel line array； Direction Of Arrival； spatial 

compound angle

波达方向 (DOA)的估计在阵列信号处理当中一直是一个热点，引起了许多学者的关注与研究 [1-6]，在雷达、

通信、声呐领域取得了许多成果。对比一维 DOA 估计，二维 DOA 估计对空间的划分更加精细，对目标的空间位

置的定位也更加具体，因此二维 DOA 估计更加符合实际情况，也更具有实际意义。目前稀疏表示技术在 DOA 估

计领域得到了广泛研究 [7-11]，并取得了较好的结果。现有的大部分算法都是针对一维 DOA 估计的，更多时候需

要对二维 DOA 进行估计，以获得目标的方位角和俯仰角信息 [12]。对于这个问题，一种可行的思路是将已有的、

成熟的一维 DOA 方法变换拓展到二维 DOA 估计中。这种思路虽然能够估计出二维角度信息，但是此方法在进行

二维 DOA 估计时需要将阵元由一维结构拓展到二维平面，如面阵、圆阵等，这直接导致阵元的个数增加，拓展

后的算法复杂度也会增加。另一个可行的思路是将二维 DOA 估计解耦成 2 个一维 DOA 估计，这样就能够直接借

鉴已有成熟的一维 DOA 估计算法，且算法复杂度维持在一个较合理水平。本文基于第 2 种思路，采用双线性平

行阵列，能够在较少阵元的前提下，利用稀疏表示技术，不需要进行谱峰搜索和特征值分解，且估计的方位角

和俯仰角参数自动配对，确保算法的估计性能。
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1　信号模型

本 文 采 用 的 阵 列 结 构 由 2 个 相 互 平 行 的 线 性 子 阵 列 组 成 ，

2 个子阵列位于 X-Y 平面上，如图 1 所示。

该阵列结构的 2 个子阵分别为 Y1 和 Y2，2 个子阵的阵元数

都为 M 且 2 个子阵的阵元间距都为 dY，子阵 Y1 与子阵 Y2 之间的

间距为 dx。假设有 K 个非相干窄带信号{ }Sk

K

k = 1
入射到该阵列系

统，第 k 个信号的入射方向可描述为(αk，βk)，αk 和 βk 为空间复

合角，分别定义为入射方向同Ｘ轴和Ｙ轴正方向的夹角。同时

定义第 k 个信号的方位角和俯仰角分别为(θk，φk)，则由图中的

几何位置关系可知：

ì
í
î

cos α = cos θ cos φ

cos β = sin θ cos φ
(1)

根据阵列的结构以及角度的定义，可得到子阵列 Y1、Y2 对应的输出信号分别为：

Y1 =As + n1 (2)

Y2 =AФs + n2 (3)

式 中 ： A = [a1a2aK ] 为 信 号 源 入 射 到 Y 轴 方 向 的 阵 列 流 形 矩 阵 ， ak = [1e-j2πdrcos βk /λe-j2πdr (m - 1)cos βk /λ ]T
； s =

[ ]s1s2sK

T
为 信 号 矢 量 ；Ф = diag{ }ej2πdx cos a1 /λej2πdx cos a2 /λej2πdx cos aK /λ ； n1 和 n2 为 子 阵 列 1 和 子 阵 列 2 的 接 收 噪 声 信

号，且 2 个接收噪声信号的均值为 0，方差为 σ 2
n ，服从高斯白噪声模型。

由以上可知，阵列流形矩阵 A 为角度 βk 的函数，而 Φ 为 αk 的函数。本文所提方法的基本思路是在已知信号

模型和角度定义的情况下，通过式 (2)，利用一维角度估计算法估计出 β̂k。为了提高空间角度 βk 的估计精确度，

利用稀疏表示方法求解角度；然后将估计出的 β̂k 代入阵列流形矩阵 A 中，便可以得到估计的阵列流形矩阵 Â，这

样式(3)为 αk 的函数，利用矩阵运算可以估计出 α̂k；最后利用式(1)，求出入射信号的方位角 θk 以及俯仰角 φk。

2　基于冗余字典的稀疏表示

为了用稀疏表示方法对空间角度 βk 进行估计，通常需要把阵列流形矩阵 A 进行扩展，因而要重新构造一个以

待估角度作为参数的冗余字典 B。现假设角度集合 Ω = { }w1w2wH 包含了所有的入射空间角度 βk，且有 HK , 

HM。由此可以构造以 wh(h=1,2,… ,H)为参数的冗余字典 B，即：

B = [a1(w1 ) a2(w2 ) ah(wh ) aH(wH ) ] (4)

式中 ah( )wh 被称为原子。由于 H 远远大于目标个数 K 和天线阵元个数 M，且认为所有可能的入射空间角度 βk 都在

角度集合Ω中，因而可以利用式(4)将式(2)转化为一个稀疏表示问题。

Y1 =Bq + n (5)

式中 q=[q1,q2,… ,qh,… ,qH]T，且当 wh = βk 时，有 qh=sk，否则 qh=0，通过求解矢量 q，便能够根据其非零元素的所在

位置求得复合空间角 βk 的估计值。

3　稀疏表示求解 βk

由于 H 远大于目标个数 K 和天线阵元个数 M，对式(5)中的 q 求解为—欠定问题，即存在无穷多组解。但是根

据前面的分析可以知道矢量 q 是稀疏的，则根据稀疏表示理论，矢量 q 能够通过求解下述 l0 范数约束优化问题精

确得到，即：

min q
0
  s.t.  Y1 =Bq + n (6)

式中  q
0

为序列 q 中非零项的个数，由稀疏表示基础理论可知，式(6)所示的问题是非凸的，很难进行直接求解。

Fig.1 Double parallel linear array
图 1  双平行线阵
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此外，优化问题式(6)对噪声非常敏感，微量的噪声就可能导致问题最优解发生很大改变。

在实际应用中，矢量 Y1 是通过有限次快拍数据估计得到，即 Ŷ1=Y1+ΔY1，ΔY1 表示估计误差。此外，角度集

合 Ω中不一定非常精准地包含所有的入射空间角度 βk。所以，实际中利用 B 对 Y1 进行稀疏表示时存在一定的误

差。根据上面的分析，实际矢量 q 可以利用 l1 范数约束问题求解，即：

min q
1
  s.t. (Y1 -Bq) 2

≤ η (7)

式中 η为正则化参数，用于平衡 B 对 q 进行稀疏表示时的误差和矢量 q 的稀疏性。在正则化参数 η确定后，式(7)

问题便转化为了一个二阶锥规划问题，利用内点法可以求解出，这样便估计出了空间角度 β̂k。

4　矩阵运算求 αk

子阵列 Y1 的自相关矩阵为：

R11 =E [Y1Y
H

1 ] =ASAH + σ 2
n I (8)

式中：E 为数学期望算子；S 为源信号的协方差矩阵；I 为单位矩阵；σ 2
n 为加性噪声方差。

子阵列 Y1 与子阵列 Y2 的互相关矩阵为：

R12 =E [Y1Y
H

2 ] =AΦSAH +E [ AsnH
2 ] +E [n1 sHΦAH ] +E [n1nH

2 ] (9)

由前面假设可知，加性噪声彼此是互不相关的，并且与源信号独立，因此式(9)后面的 3 项等于零。有：

R12 =E [Y1Y
H

2 ] =AΦSAH (10)

由自协方差矩阵 R11 和互相关矩阵 R12 构造 DOA 矩阵 R 为：

R =R12[ R11 ]
+

(11)

式中[R11]
+表示伪逆。

定理 1 如果 A 和 S 都满秩，Φ 中没有相同的对角元素，则 DOA 矩阵 R 的 K 个非零特征值与 Φ 中 K 个对角元

素相同，并且同这些特征值相对应的特征向量等于相对应的信号导向矢量 [13],即：

RA =AΦ (12)

假设能够估计出阵列流形矩阵 Â，并代入式(12)中，便可以求出矩阵 Φ̂：

Φ̂ = [ ]Â
-
RÂ (13)

而矩阵 Φ̂ = diag{ }ej2πdx cos â1 /λej2πdx cos â2 /λej2πdx cos âK /λ 中包含了空间角度 α̂k，估计出了 Φ̂，也就估计出了空间角度 α̂k。

根据前面的分析可以知道，稀疏表示方法可以估计出空间角度 β̂k，而阵列流形矩阵 A = [ ]a1a2aK ，且有

ak = [ ]1e-j2πdYcosβk /λe-j2πdY (M - 1)cos βk /λ T
，将已经估计出的 β̂k 代入阵列流形矩阵 A 中，便可以估计出阵列流形矩阵 Â，然

后利用式(13)就可以求出 α̂k。

5　方位和俯仰角的配对

利用解耦的方法分别进行方位角和俯仰角估计时，一个技术要点就是方位角和俯仰角的配对问题。本文方

法依次求解 2 个空间复合角 αk 和 βk，然后根据式(1)可以反推出方位角 θ和俯仰角 ϕ：

θk = arctan ( )cos βk

cos αk

(14)

ϕk = arccos ( )cos2 αk + cos2 βk (15)

6　仿真实验

为了验证所提算法的有效性，本节采用计算机仿真的方式来进行详细的分析说明。为了对比，在相同计算
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机仿真环境下同时给出了 DOA 矩阵算法、旋转不变性子空间 (Estimating Signal Parameters via Rotational Invariance 

Techniques，ESPRIT)算法和增广矩阵束(Matrix Enhancement and Matrix Pencil，MEMP)算法的实验结果。

实验中假定子阵 Y1 与子阵 Y2 的阵元个数 M 为 10，2 个子阵列的阵元沿 Y 轴方向的间距 dY 等于半波长，并且子

阵列与子阵列的间距 dX 也等于半波长。假设入射信号的功率都相等，算法的估计均方根误差 (Root Mean Square 

Error，RMSE)定义如下：

ERMS (k)
1

JK∑j = 1

J

   ∑
k = 1

K

    é
ë
êêêê ù

û
úúúú( )θ̂ j

k - θk

2

+ ( )φ̂j
k - φ̂k

2
(16)

式中： θ̂ j
k、 φ̂j

k 分别为第 j 次实验对第 k 个信源目标的方位角、俯仰角的估计值；J 为蒙特卡洛实验次数，并且在后

面的仿真中 J 的值都设定为 500。

仿真 1：首先对所提算法的估计角度情况进行仿真分析。假设有 2 个非相干远场窄带信号入射到双线性平行

阵列上面，并且假定 2 个入射信号的方位角和俯仰角分别为 [θ1φ1 ] = [20°60°] 和 [θ2φ2 ] = [30°10°]，快拍数定为

500，信噪比 RSN=15 dB。仿真实验结果如图 2 所示，表明所提方法能较精确地分辨 2 个不同信号的方位角和俯

仰角。

仿真 2：对各算法估计角度 RMSE 随信噪比的变化情况进行分析。在该仿真实验中设定 2 个入射信号的方位角

以及俯仰角与仿真实验 1 相同，快拍数仍然为 500，单个阵元所接收信号的信噪比由 0 dB 变化到 20 dB，则由此

给出各算法的估计角度 RMSE 随信噪比的变化情况如图 3 所示。

根据图 3 的仿真结果可以知道，当信噪比较高时，所提算法的估计角度 RMSE 具有较好的结果。当信噪比较

低时，所提算法的估计角度 RMSE 变化较大，性能下降。其原因在于信噪比较低时，正则化参数的值有偏差，

导致算法性能下降。

仿真 3：对各算法估计角度 RMSE 随快拍数的变化情况进行分析。在该仿真实验中设定 2 个入射信号的入射方

位角以及俯仰角与仿真实验 1 相同，并且设定入射信号的信噪比 RSN=15 dB，让接收的快拍数发生变化，由 50 变

化到 1 000，则由此给出各算法的估计角度 RMSE 与快拍数变化之间的关系，如图 4 所示。

由图 4 可知，所提算法的 RMSE 受快拍数的影响比较小，特别是快拍数较小时，性能优势更加明显。另外

DOA 矩阵法和 MEMP 算法在快拍数较大时，能够对入射信号角度进行高精确度的估计，但快拍数较小时，角度

估计偏差较大。对比几种算法可知，所提算法的稳健性较好，因为有效利用了 2 个子阵列接收信号互相关信息以

及稀疏表示技术 [11]。

仿真 4：本仿真实验分析入射信号的空域角度间隔对各算法性能的影响。在实验中仿真以下 3 种情况：a) 设

定 2 个入射信号的俯仰角固定不变且间隔大，以此对各算法估计角度 RMSE 随方位角间隔变化情况进行考查，此

时设定 [θ1φ1 ] = [20°60°]，[θ2φ2 ] = [θ1 + Dθ10°]；b) 设定 2 个入射信号的方位角固定不变且间隔大，以此对各算

法估计角度 RMSE 随俯仰角间隔变化情况进行考查，此时设定 [θ2φ2 ] = [30°10°]；[θ1φ1 ] = [20°φ2 + Dφ]；c) 2 个

入射信号的方位角间隔和俯仰角间隔都同时由小变大，以此对各算法估计角度 RMSE 随方位角和俯仰角间隔变

化情况进行考查，此时设定 [ ]θ1φ1 = [ ]20°φ2 +D ，[ ]θ2φ2 = [ ]θ1 +D10° 。其中 Δθ、Δφ、Δ均由 2°变化到 20°。此

外入射信号的信噪比 RSN=15 dB，接收的快拍数设为 500。在上述条件下，得到各算法的估计角度 RMSE 随方位

Fig.2 Angle estimation
图 2  角度估计

Fig.3 RMSE of each algorithm changing with SNR
图 3  各算法测角 RMSE 随 SNR 的变化
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角间隔 Δθ、俯仰角间隔 Δφ以及方位和俯仰角间隔 Δ的变化情况分别如图 5~图 7 所示。

图 5 到图 7 的仿真结果可以看出所提算法的估计角度 RMSE 在间隔角度大于 10°时，性能较好。各算法的估计

角度 RMSE 都随着角度间隔的增大而增大，并且受到俯仰角间隔影响较大，而受方位角间隔影响较小。这是因

为各算法测量方位角和俯仰角时，首先是对俯仰角进行测量，然后利用俯仰角的测量值对方位角进行测量。

7　结论

本文提出了基于稀疏表示的双平行线阵二维 DOA 估计方法。该算法的基本思想是通过引入同时包含目标方

位角和俯仰角信息的 2 个空间复合角，然后分别利用稀疏表示技术和矩阵运算对空间复合角求解，最后根据估计

的两个空间复合角对方位角和俯仰角进行配对求解。与现有算法相比较，所提方法受快拍数的影响较小，在信

噪比较高、角度间隔较大的情况下，具有良好的性能。另外该算法适用于其他阵列，如 T 型阵列、平面阵列等，

通用型较强。
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