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摘 要：：针对具有超分辨能力的多重信号分类 (MUSIC)算法在基于共形极化敏感阵列的被动

雷达导引头测向应用中的角分辨力问题，提出了谱函数角分辨力的定义与分辨角门限。利用

MUSIC 算法零谱的定义近似推导了在渐进有偏条件下的期望值，并针对矢量阵列与标量阵列模型

分别得出了相应的角分辨力表达式。以均匀圆形阵列为例，根据计算机仿真模型定量分析了各参

量对角分辨力的影响，对比了标量阵列与矢量阵列的分辨角门限统计值。仿真结果表明，在同样

的阵列及信号源参数设定条件下，标量均匀圆阵的分辨角值普遍高于矢量均匀圆阵。
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Study on angular resolution performance of MUSIC algorithm based on a Study on angular resolution performance of MUSIC algorithm based on a 

conformal diversely polarized arrayconformal diversely polarized array
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AbstractAbstract：： For the application of the Multiple Signal Classification (MUSIC) algorithm with super-

resolution capabilities in the direction finding of passive radar seeker heads based on conformal 

polarization-sensitive arrays, the definition of spectral function angular resolution and the 

discrimination angle threshold are proposed. By approximating the expected value under the 

asymptotically biased condition using the definition of the MUSIC algorithm's zero spectrum, the 

corresponding angular resolution expressions for vector array and scalar array models  are derived 

respectively. Taking the uniform circular array as an example, the influence of various parameters on 

angular resolution is quantitatively analyzed based on the computer simulation model, and the statistical 

values of the discrimination angle threshold for scalar and vector arrays are compared. Simulation results 

show that under the same array and signal source parameter settings, the discrimination angle value of 

the scalar uniform circular array is generally higher than that of the vector uniform circular array.

KeywordsKeywords：： passive direction finding； polarization sensitive array； angular resolution； Multiple 

Signal Classification algorithm

精确制导武器是电子攻击的主要形式之一，随着现代战场电磁环境日益复杂，为使反辐射导弹能够精确攻

击各种威胁雷达，提升其抗干扰和抗关机能力，通常采用双模或多模复合制导方式。复合制导的工作模式将带

来多个导引头争夺弹载平台孔径资源的问题。被动雷达导引头通过采用与弹头形状契合的共形天线阵列将有限

的弹头空间让给主动雷达导引头，可有效解决该类问题 [1]。

由于弹径的限制，基于共形天线阵列的被动测向角度分辨力通常也有限。即当多个同时到达的辐射信号在

空间来波方向上相近时，普遍存在角度难以区分的问题。传统的测向方法，如比幅法、干涉仪比相法在理论上

均无法解决同时到达的辐射源角分辨力问题 [2]。近年来，随着阵列信号处理算法的飞速发展，以多重信号分类

(MUSIC)[3]算法为代表的空间谱估计类算法因其超分辨能力受到了研究人员的广泛关注。

本文重点研究阵列被动测向中 MUSIC 算法对同时到达的 2 个空间毗邻信号源的角度分辨力问题。首先，概

述了参数估计的分辨力问题，给出测向角分辨力的定义及分辨角门限；重点研究空间谱算法超分辨的原理，并
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分别针对标量均匀圆阵与矢量均匀圆阵的模型推导 MUSIC 算法谱函数的角度分辨力；然后，通过计算机仿真定

量分析影响分辨力的参量，并对比了标量均匀圆阵与矢量均匀圆阵的角分辨力。仿真结果表明，在同样的阵列

及信号源参数设定条件下，标量均匀圆阵的分辨角值普遍高于矢量均匀圆阵。

1　分辨角的定义

对于电子侦查设备，当接收机采集到的时域信号中包含多个同时到达的信号源时，普遍存在角度分辨的问

题。在假设信源数估计正确的前提条件下，本文针对 MUSIC 算法重点研究其谱函数的角分辨力问题。通过广泛

调研，谱函数分辨角主要存在以下几种定义方式。

1) 文献[3]中定义的谱函数分辨力 Q ( )D 表达式为：

Q (D) =Ppeak -P (θm ) (1)

式 中 ： P (θ ) 为 参 数 估 计 算 法 的 谱 函 数 表 达 式 ； θm = (θ1 + θ2 ) /2， 为 2 个 信 号 源 真 实 角 度 中 心 ； Ppeak = [ P (θ1 ) +
P (θ2 ) ] /2，为 2 个信号源谱函数的均值；D = |θ1 - θ2 |为信号角度差值，规定当 Q (D) > 0 时，2 个信号源是可分辨

的，且分辨角为 D。

2) 文献[4]中，当谱函数在 2 个信号中点位置处的一阶导数 ¶Q/¶θ|θ = θm
= 0，且二阶导数 ¶Q2 /¶θ2|θ = θm

> 0，即空间

谱在 2 个信号之间呈上凹形状，此时 2 个信号源可分辨。因此，当 ¶Q2 /¶θ2|θ = θm
= 0，即二阶导数等于零时，2 个信

号源的角度差 D 即为分辨角。

3) 文献[5]将谱函数分辨问题转化为干扰环境中的信号检测问题，若信号能被检测出来，则可以分辨；否则，

不能分辨。因此衡量系统分辨力的指标为检测概率，当检测概率等于某一指定门限时，2 个信号源的角度差 D 为

分辨角。

4) 文献[6]采用分辨概率描述谱函数的分辨性能，通过 Monte-Carlo 仿真试验办法统计在一定区域内出现 2 个

谱峰的频度。在仿真次数较大时将频度直接作为分辨概率的估计，当分辨概率大于某一指定门限时，即认为可

以分辨。因此，当分辨概率等于指定门限时，2 个信号源的角度差 D 为分辨角。

虽然存在多种不同的角分辨力的评判标准，但在相同的参数设定条件下，利用上述标准计算所得到的角度

分辨值相差不大 [7]。本文根据文献[3]中的定义推导 MUSIC 谱函数分辨角门限。

2　理论推导

2.1 阵列模型

分辨力是衡量空间谱函数角度估计性能的重要指标之一，反映了估计器表现谱微小细节的能力。本文基于

角分辨力的定义，针对标量与矢量均匀圆阵模型，分别推导 MUSIC 谱函数分辨角。如图 1 所示，矢量阵列模型

为由多个理想短偶极子天线组成的均匀圆阵，标量阵列模型为由多个圆极化平面螺旋天线组成的均匀圆阵。所

有阵元均位于 xoy 平面内，且无 z 轴分量，假设 N 个阵元均各向同性无互耦，xn、yn 分别表示第 n 个阵元相对坐标

原点的 x、y 坐标值，并假设远场中存在多个毗邻同频非相干的窄带信号源同时入射到阵列。

根据文献[3]中提出的阵列接收信号 X 数学模型通式：

X =AS +Ns (2)

                                                                         (a) vector polarized circular arrays                     (b) scalar polarized circular arrays

Fig.1 Diversely and uniformly polarized circular arrays
图 1  矢量与标量均匀圆阵示意图
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式中：A 为阵列流型；S 为空间信号矢量；Ns 为噪声矩阵。A 的通式为：

A =
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úa11  a1M

  
aN1  aNM N ´M

= [ ]a1 a2  aM N ´M (3)

式中：N 为天线阵元数；M 为信号源数；am 为第 m 个信号源的导向矢量。在角分辨力问题中默认 M = 2，本文后

续研究不涉及同时到达阵列的信号源数 M > 2 的情况。除去阵列本身的参数设定，对于不同类型的阵列，导向矢

量的表达式将由不同的特征参量描述。对于标量阵列 (Uniformly Polarized Array，UPA)，导向矢量将完全由信号

源的来波方向(Direction of Arrival，DOA)和中心频率参量决定，其表达式 aUPA
m 为：

aUPA
m =

é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úe-jωτ1m


e-jωτNm

N ´ 1

(4)

式中：m = 12；ω = 2πf，f 为信号源载频。对于均匀圆阵，时延 τnm 的表达式为：

τnm =
r
é

ë
ê
êê
ê ù

û
ú
úú
úcos ( )2π ( )n- 1

N
- αm cos ( )βm

c
(5)

式中：r 为圆阵半径；c 为光速；n = 12N；αm Î [02π ]为第 m 个辐射源的方位角；βm Î [0π/2]为第 m 个辐射源

的仰角。

对于极化敏感阵列 (Diversely Polarized Array，DPA)，导向矢量不仅由信号源的来波方向和中心频率参量决

定，同时还与其极化特征参量相关，因此其表达式相对标量阵列更为复杂。

根据电磁波极化定义，虽然极化特性是与 DOA 相关的，但参数估计算法可实现 DOA 和极化参数估计的分

离。因此，研究基于极化敏感阵列的 MUSIC 算法分辨力问题与标量阵列一样，即探讨谱函数的角分辨能力。

本文采用 Jones 矢量表示法即幅相电描述法 (极化辅助角：γ Î [0π/2]；极化相位差角：η Î [ - ππ ])对电磁波

的极化特性进行表述。

根据文献[8]，第 m 个辐射源的导向矢量表达式为：
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m =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

aUPA
m 

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

ú
rp1

rp2


rpn


rpN

wm(αmβm ) pm(γmηm )

ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

N ´ 1

(6)

式中：wm(αmβm ) 为第 m 个信号的极化－角度域相干导向矩阵；pm(γmηm ) 为第 m 个接收信号的极化矢量；符号 

表示向量点乘；矢量 rpn 为第 n 个阵元的极化匹配矩阵，对于均匀圆阵，有：

rpn =
é

ë
ê
êê
êcos ( )2π ( )n- 1

N
- αm     sin ( )2π ( )n- 1

N
- αm

ù

û
ú
úú
ú (7)

wm(αmβm ) 仅 与 信 号 DOA 有 关 ， 其 第 1 列 与 电 磁 场 的 水 平 方 向 矢 量 相 关 ， 第 2 列 与 电 磁 场 的 垂 直 方 向 矢 量

相关。

wm(αmβm ) = é

ë
ê
êê
ê ù

û
ú
úú
ú-sin αm cos αm sin βm

cos αm sin αm sin βm

 (8)

pm(γmηm ) 仅与信号极化参量有关：

pm(γmηm ) = é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úcos γm

sin γmejηm
 (9)

综上，矢量均匀圆阵的导向矢量 aDPA
m 同时与入射信号的 DOA 和极化状态有关。
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2.2 问题的来源

假设空间远场中有 2 个非相干信号源同时入射到以 N 个阵元组成的阵列，经典 MUSIC 算法 [8] 的空间谱函数

PMUSIC 定义为：

PMUSIC =
1

1
N∑n = 3

N

|| aHvn

2
=

1
ZMUSIC

=
1

1 -
1
N∑n = 1

2

|| aHvn

2
=

1
1 -VMUSIC

(10)

式 中 ： a 为 导 向 矢 量 ； vn 为 自 相 关 矩 阵 Rx 特 征 值 分 解 后 的 第 n 个 特 征 值 对 应 的 特 征 向 量 ； ZMUSIC = 1 - VMUSIC 为

MUSIC 零谱；VMUSIC 为信号子空间。其中，Rx 的表达式：

Rx =E [ XX H ] =ASSH AH + σ 2
n I (11)

式中：X 为阵列接收信号模型；A 为阵列流型矩阵；S 为空间信号矢量；I 为对角矩阵；σ 2
n 为噪声功率；E [ ]× 为求

期望。

由于 Rx 的各次特征值对应的特征向量与 AH 矩阵的两列正交，因此，经典 MUSIC 算法利用导向矢量 a 在空域

进行角度扫描，当 a 与阵列流型矩阵 AH 的某一列线性 U 相关时，有：

U H
N a = 0 (12)

即

Z = 0 ºU = 1 (13)

当 a 与阵列流型矩阵 AH 的某一列线性不相关时，有：

U H
N a ¹ 0 (14)

即

Z ¹ 0 ºU ¹ 1 (15)

因此，在信噪比与快拍数无限大的条件下，自相关矩阵 Rx 的估计是无偏的，所以 ZMUSIC 在真实信号处也是无

偏的，即理论值为零，且与信号特征参量差值无关。在阵列不存在测向模糊的情况下，MUSIC 零谱 ZMUSIC 在其他

空域的谱值并不为零。根据角分辨力的定义，此时 QMUSIC(D) 必将大于 0。因此，理论上经典 MUSIC 算法可以实

现角度的超分辨。

然而，在实际应用中，阵列的自相关矩阵 Rx 通常是根据有限快拍数 T 与信噪比(SNR)的观测数据获得的极大

似然估计 R̂x，即：

R̂x =
1
T∑t = 1

T

X̂ t X̂
H

t  (16)

此时，MUSIC 零谱在真实信号位置是有偏的，即不再等于零，而是一个较小的正数。该偏差源于阵列自相

关矩阵估计的误差，与信噪比、采样点数、信号特征参量等因素均有关。显然零谱的偏差将导致谱函数估计角

度超分辨能力的损失，因此，实际应用中经典 MUSIC 算法角分辨力应该是有限的；同时，当信号的来波方向不

同时，其导向矢量 a 也将不同，因此由 MUSIC 零谱的定义可知，在不同方向上谱函数的角分辨力必然也不同。

2.3 分辨角推导

根据角分辨力的定义，在有限快拍数与信噪比的情况下，研究在不同 θ1 与 θ2 入射角度下有偏 MUSIC 空间谱

函数 P
Ù

MUSIC( )θ 角分辨力的期望值 E [Q̂MUSIC(D) ]：

E [Q̂MUSIC(D) ] = E [ ]P̂ 1
MUSIC( )θ1 +E [ ]P̂ 2

MUSIC( )θ2

2
-E [ P̂ cen

MUSIC(θcen ) ] (17)

其中 θcen=(θ1 + θ2)/2，同时，根据式(10)中 MUSIC 零谱的定义 P̂MUSIC( )θ =1/Ẑ
MUSIC

( )θ ，有：
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E [Q̂MUSIC(D) ] =
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首先，考虑在自相关矩阵特征分解后的特征向量 vn 和特征值 λn 中分别加入一定的估计误差量 ξn 与 ςn：

ì
í
î

ïï
ïï

v̂n = vn + ξn

λ̂n = λn + ςn

 n = 12N (19)

式中 v̂n 与 λ̂n 分别表示有限采样的自相关矩阵 R̂x 特征值分解后的第 n 个特征向量及其特征值。根据式(10)有：

E [ ẐMUSIC ] = aHa - aH(∑n = 1

M

vnvH
n )a - aH E

é

ë
êêêê∑

n = 1

M

ξnξ
H
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û
úúúú a - 2aH Re
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vnξ
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n
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û
úúúú
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þ

a (20)

由文献[9-11]中的推导可知：

E [ξn ] =E [ v̂n ] - vn »-
1
2∑i = 1

i ¹ n

N λn λi

( )λi - λn

2
T

vn  (21)

E [ξ iξ
H
l ] » λi

T∑k = 1
k ¹ i

N λk

( )λi - λk

2
vkv

H
k δil (22)

式中 δil 为引入估计误差量的方差，因此，MUSIC 零谱期望的表达式为：

E [ ẐMUSIC ] » aH
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因此，当 M = 2 时，有：
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由文献[12-13]可知：

λ1( )2 =
1
2 (P1 +P2 )

é

ë

ê

ê
ê
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ê

ê

ê ù

û

ú

ú
ú
úú
ú

ú

ú
1
+

( )- 1 -
4P1 P2( )1 - || d 2
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2
+ σ 2

n   (27)

v1( )2 = a1 +
λ'1( )2 -P1

P1 || d
a2  (28)

λ'1( )2 = λ1( )2 - σ
2
n   (29)

d = aH
1 a2  (30)

式中 P1 与 P2 分别为信号源 1 与信号源 2 在谱函数中的功率值。

因此，可将不同阵列模型的导向矢量表达式(式(4)与式(6))代入式(23)中，讨论不同接收阵列与信号源参数设

定下，空间中某一微小空域范围内的 MUSIC 零谱的期望值，并根据分辨力门限的定义得出相应的分辨角 D，即
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满足：
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ù

û

ú
úú
ú
ú
ú
= 0 (31)

        临界条件下的 D = |θ1 - θ2 |。
对于具备二维测向能力的阵列，如本文研究的均匀圆阵模型，空间中的来波方向可由方位角和仰角唯一确定，

因此以下仿真实验将在空间中选定某一固定方位角和仰角分别讨论矢量与标量均匀圆阵的 MUSIC 谱函数分辨角。

3　仿真实验分析

分 别 针 对 矢 量 及 标 量 均 匀 圆 阵 模 型 开 展 Matlab 仿 真 建 模 。 首 先 通 过 最 直 观 的 谱 图 评 估 信 噪 比 与 快 拍 数 对

MUSIC 算法角度分辨性能的影响，接收阵列及信号源参数值的设定分别如表 1 与表 2 所示。

由于对抗目标平台辐射源极化信息未知且多变，因此分别随机设定反辐射导弹导引头侦收到的 2 个信号源的

极化参数。在以上信号的特征参数设定下，分别观察单次仿真下方位向和仰角向 MUSIC 算法的谱峰图。如图 2

与图 3 所示，对比左右两列可以看出，在相同的信噪比和快拍数情况下，矢量均匀圆阵的方位角与仰角分辨性能

普遍优于标量均匀圆阵；同时，通过进一步提高信噪比和快拍数均能有效提升角度分辨性能。

表 1 接收阵列参数设定

Table1 Array parameter settings

number of antennas

8

number of sources

2

radius/m

0.12

carrier frequency/GHz

6

RSN/dB

15

snapshots

300

angular step/(º)

0.01

表 2 信号源参数设定

Table2 Signal source parameter settings

signal source 1

signal source 2

β/( o)

72.3

72.7

α/( o)

32.3

32.7

γ/( o)

10

60

η/( o)

110

30

amplitude ratio

1

1

Fig.2 MUSIC spectra of DPA and UPA with different SNRs
图 2  不同信噪比的方位向与仰角向 MUSIC 谱图
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进行 Monte Carlo 仿真实验，同样以角度 (32.5°,72.5°)为中心按步长 0.1°逐渐增加角度差值，对二维空间中每

个角度分别进行 200 次随机试验，分辨角 D 取 1σ统计值满足 Q̂MUSIC(D) = 0 的结果。

如图 4 所示，黑色菱形点表示角度中心，红色虚线圈与蓝色虚线圈分别表示标量均匀圆阵与矢量均匀圆阵在

该角度中心处的分辨角临界值。根据分辨角的定义，假如 2 个信号的 DOA 参数均落在相应阵列的圈内里面，表

示 MUSIC 算法无法分辨 2 个目标，可以看到，矢量均匀圆阵相对标量阵列的圈面积更小。因此，在该空间角度

中心处，矢量均匀圆阵的 MUSIC 谱分辨角相对标量均匀圆阵更小，即角度分辨力更好。

此外，通过对不同角度中心处方位向和仰角向的分辨角进行 Monte Carlo 仿真计算，如图 5 所示，在其他角

度中心处，矢量均匀圆阵的 MUSIC 谱分辨力相对标量均匀圆阵，同样更好。

Fig.3 MUSIC spectra of DPA and UPA with different number of snapshots
图 3  不同快拍数的方位向与仰角向 MUSIC 谱图

Fig.4 Angular resolution thresholds of DPA and UPA with fixed angle center
图 4  固定角度中心的分辨角临界值统计图
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4　结论

本文重点讨论了具有超分辨能力的 MUSIC 算法在阵列被动测向应用中的角分辨力问题。首先，确定了谱函

数角分辨力的定义与分辨角门限；然后，在渐进有偏条件下利用 MUSIC 算法零谱的定义得出了不同阵列模型的

分辨力表达式；最后，根据计算机建模与仿真结果定量分析了各参量对角分辨力的影响。通过仿真分析可以得

出，在同样的阵列及信号源参数设定情况下，标量均匀圆阵的分辨角值均高于矢量均匀圆阵，特别是在仰角向

上，标量均匀圆阵的分辨角约为矢量均匀圆阵的 10 倍。

根据文献[5]中的描述，在特定条件下，矢量阵列的角分辨力相比标量阵列，不仅存在快拍数门限、信噪比

门限，还存在一定的极化分辨门限。因此，后续的工作中将在信号存在极化特征差异的情况下讨论基于矢量阵

列的 MUSIC 算法角分辨力问题。同时，也将借助推导所得的矢量均匀圆阵信号分辨力表达式进一步研究满足一

定分辨角条件的快拍数及信噪比门限。

此外，文献[14]中提到了矢量阵列相对标量阵列对阵列流形扰动更不敏感，这同样也是矢量阵列在实际应用

中的一大优势。由于本文主要讨论的是由阵列协方差矩阵估计误差导致的阵列角分辨性能下降问题，系统工程

应用中其他误差也会导致系统分辨性能下降，这些误差通常包括阵元间互耦、阵元位置偏差、通道幅相不一致

等。因此，后续工作中仍需考察由实际应用误差模型导致的阵列流形扰动对谱估计算法角分辨力的影响。
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