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摘  要：为了降低硬件设计的难度，采用有限新息率(FRI)理论，通过选择合适的采样核函数，

对太赫兹脉冲信号以高于信号的新息率的速率进行采样，进而利用子空间算法对它的自由参量进

行估计，重建出原始信号。一般信号的新息率远远低于信号的带宽，这样就大大降低了采样速率。

通过延时估计误差，验证 FRI 采样理论对太赫兹脉冲信号采样的正确性以及子空间算法对信号重

建的有效性。  
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Abstract：In the traditional signal sampling based on Nyquist sampling theorem, the sampling rate 

must be at least two times of signal bandwidth in order to guarantee the non distortion in recovering the 

original signal; but for terahertz pulse signal, its pulse width is extremely narrow, up to picosecond level, 

therefore, its bandwidth is up to hundreds of GHz, that will bring great pressure to the hardware if we 

follow the traditional Nyquist sampling frequency, and sometimes cannot be achieved. A new sampling 

theory-Finite Rate of Innovation(FRI) theory is introduced. By choosing suitable sampling kernel function, 

sampling can be performed at the rate higher than the signal rate of innovation. The free parameters can be 

estimated through subspace algorithm, and the original signal can be reconstructed. The sampling 

accuracy of FRI sampling theory and the effectiveness of subspace algorithm for signal reconstruction are 

verified through the time delay estimation error of the THz pulse signal. 
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近年来，太赫兹(Terahertz，简称 THz)技术开始应用于信息科学中，太赫兹脉冲作为太赫兹技术发展的重要

方向，被广大的国内外科研工作者所重视，这是因为太赫兹脉冲具有很小的脉冲宽度，因此太赫兹脉冲信号具有

很高的距离分辨力。由于太赫兹脉冲的这一特点，它在物质检测、生物医学、成像安检、无损探伤、工业控制、

空间通信、材料科学、空间检测、武器装备以及计量等领域的应用前景都很乐观 [1]。例如，一项新的研究表明，

当用太赫兹脉冲照射皮肤导致脱氧核糖核酸(Deoxyribonucleic Acid，DNA)损伤的同时也可以促进蛋白质的生成，

帮助身体对抗癌症，因此在某些场合可以应用太赫兹脉冲进行治疗。传统的信号采样是依据奈奎斯特采样定理，

该定理指出采样速率至少是信号带宽的 2 倍才能保证无失真地恢复出原始信号。但是对于太赫兹脉冲信号，由于

它的脉宽极窄，可达皮秒级别，因此它的带宽可达数百 GHz，如果按照传统的奈奎斯特采样频率进行采样会给

硬件带来很大的压力，有时甚至无法实现。因此为了降低硬件设计的难度，需要应用一种新的采样理论对太赫兹

脉冲信号进行采样以降低采样速率。2002 年由 Vetterli 等人提出的有限新息率(Finite Rate of Innovation，FRI)理论

给信号的采样、恢复带来了一种新的方法 [2-3]。FRI 理论指出对于某些参数信号比如脉冲串信号、分段多项式信号，

它们都可以由有限数目的自由参量来表示，将单位时间内自由参量的个数称为信号的新息率 [4-5]，因此它们属于

新息率有限的信号，统称为 FRI 信号。对于 FRI 信号，通过选择合适的采样核函数，就可以高于信号的新息率  
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的速率来进行采样 [6-7]，进而利用一定的算法估计出自由参量。一般信号的新息率是远远低于信号的带宽的，这

样就大大降低了采样速率。FRI 理论研究的信号主要包括一些由不同时延和幅度线性组成的脉冲串信号、分段多

项式以及非均匀样条信号。对于 FRI 信号，常用的采样核函数主要是 sinc 采样核，它实际上是一个理想的低通

滤波器，单位带宽的 sinc 采样核定义为：  

( ) ( )sin π
sinc

π
t

t
t

=                                     (1) 

FRI 采样理论的 2 个关键问题就是信号变换域信息的获取以及参量估计算法。信号变换域信息的获取最常见

的方法是通过傅里叶级数，而参量估计算法主要是基于零化滤波器方法以及子空间方法 [8]。  

1  有限新息率  

如果用函数 ( )1 2,xc t t 来表示信号 ( )x t 在时间 [ ]1 2,t t 内的自由参量个数，则在时间 τ 内信号的新息率为：  
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在实际中应用较多的脉冲串信号是一种常见的 FRI 信号，它具有如下形式 [9]：  
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式中：h(t)是已知的脉冲信号； { } 1
0

K
k ka −

=
和{ } 1

0
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k kt −

=
分别是信号的幅度和延时，只要确定了这些参数就可以重建该信

号。显然，该信号在时间 τ 内的自由参量个数是 2K，因此它的新息率是 =2Kρ τ 。  

2  信号采样和恢复  

考虑如下一个周期为 τ 的序列：  
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用傅里叶级数对它展开：  
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式中傅里叶级数系数：  
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将式(4)代入式(6)，得：  
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定义一个数集 I，其中的任意一个元素 m 满足 ( )2π 0H m τ ≠ ，这对于一个短脉冲信号很容易满足，设它的数

集为 { }, 1, ,I K K K= − − + ，则它的长度为 2 1N K= + ，因此式(6)可写为：  
=x ΗFA                                        (8) 

式中：  
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[ ]T0 1 1, , , Ka a a −=A                                  (12) 

由于对角矩阵 H 可逆，令 1−=y H x ，则：  
=y FA                                       (13) 

因此，根据式(6)确定了傅里叶级数系数以后，就可以由式(13)利用谱估计方法来估计出时延和幅度参数。  
有多种谱估计方法，其中奇异值分解法是基于矩阵空间的方法，它应用范德摩尔矩阵旋转不变性来进行谱估

计 [10-11]。  
构造矩阵：  
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存在噪声时，X 可以分解为：  
H H

s s s n n n= +X U ΛV U ΛV                                 (15) 
式中：Us 和 Un 分别为信号和噪声的左奇异矩阵； sΛ 和 nΛ 分别为信号和噪声的对角矩阵；Vs 和 Vn 分别为信号和

噪声的右奇异矩阵。则计算如下矩阵 Z 的特征值就可以得到信号极点 j2πe kt
kz τ−= ：  

s s
+= ⋅Z U U                                      (16) 

或者  

s s
+= ⋅Z V V                                      (17) 

式中： ( )+⋅ 表示矩阵的伪逆； ( )⋅ 和 ( )⋅ 分别表示除去矩阵的第 1 行和最后 1 行。 

3  仿真结果  

以线性调频脉冲信号为例分析基于新息率的信号采样和重建性能。线性调频脉冲信号的表达式为：  
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式中：T 为脉冲宽度； = B Tμ 为调频斜率，B 为信号的带宽；函数 ( )rect ⋅ 为矩形窗：  
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当 1BT >> 时：  
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实际中采样得到的傅里叶级数系数是在真实的

傅里叶级数系数的基础上加入一定的数字噪声，用 c
表示傅里叶级数系数向量，n 表示数字噪声向量，则

数字噪声信噪比 RSN 定义为：  

2
SN
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             (21) 

时延估计相对均方误差 (Mean Squared Error，

MSE)定义为：  
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式中：t 表示真实时延矢量；t 表示估计的时延矢量；

τ 表示信号周期；N 表示实验次数。  
仿真时线性调频信号的中心频率为 f0=220 GHz，

信号带宽为 B=10 GHz，脉冲宽度为 T=10 ns。用式  
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Fig.1 Terahertz pulse signal time delay estimation error
图 1 太赫兹脉冲信号时延估计误差 
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(3)所示的冲激脉冲串进行采样，脉冲串内包括 10 个冲激脉冲，脉冲串周期为 TS=100 ns。  
理论上根据式(10)得到的傅里叶级数系数是没有任何误差的，因此仿真可得到最理想的结果，但是由于噪声

的影响，实际上需要更多的傅里叶级数系数来估计时延。根据前文的有限新息率理论，本实验用的采样脉冲串自

由参量为 20 个，因此至少需要 21 个调制通道对信号进行采样。由于线性调频脉冲信号的中心频谱点在 220 GHz，

因此数集的选择应该以 TS×220 GHz=22 000 为中心，如果使用 21 个调制通道，则数集 I={21 990,21 991,… ,22 010}，

为了取得更好效果，分别使用[41,81,121,161]个通道采样，即总体的数据率分别为[0.41,0.81,1.21,1.61] GHz，其时

延估计误差随信噪比变化曲线见图 1。  

4  结论  

从图 1 可以看出，当信噪比大于 4 dB 后时延估计误差都在 1%以下，因此基于有限新息率的信号采样和重建

办法达到了较高的水平，如果按照奈奎斯特采样定理进行采样，采样频率至少达到 10 GHz，因此有限新息率在

降低了采样频率的同时有效地恢复了原始信号。并且随着信噪比的提高，时延估计误差明显降低。如果进一步增

加采样通道数，则时延估计误差可进一步降低，然而却使硬件成本增加，所以要在应用中根据实际情况考虑采样

通道数。  
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