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摘  要：提出了一种基于波束域加权的低旁瓣方向图设计方法。综合考虑方向图匹配性能和

发射阵元等功率作为约束条件，建立低旁瓣发射方向图优化模型，采用半正定松弛技术将优化模

型转化为凸优化问题；对波束加权矩阵施加对偶约束，使得接收信号满足旋转不变性；利用高斯

随机化方法对波束加权矩阵进行求解，得到原优化问题的最优解。仿真结果表明，算法能够保持

期望主瓣形状并有效降低方向图旁瓣，提高到达角 (DOA)的估计精确度和角度分辨力。 
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Abstract ： A low sidelobe transmit beam pattern optimization algorithm based on beam space 

weighting is proposed. Firstly, the optimization model is established by concerning the beam pattern 

matching performance while keeping elemental power distribution to be uniform. For the proposed 

optimization model is nonconvex, semidefinite programming relaxation technique is adopted to transform 

the nonconvex problem to a convex one. Then, symmetry constraint is constructed for beamspace weighting 

matrices, which guarantees the rotational invariance property of the received signal. Gaussian 

randomization technique is utilized to solve the beamspace weighting matrices, therefore, the optimum of 

original problem can be obtained. Simulation results show that the proposed algorithm can maintain the 

desired mainlobe shape of the beam pattern as well as decrease the sidelobes, leading to the improvement 

of Direction Of Arrival(DOA) estimation and target resolution performances. 
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多输入多输出(MIMO)雷达 [1]是近年来提出的一种新体制有源探测技术。根据阵元配置的不同，MIMO 雷达

可以归类为分布式 MIMO 雷达 [2–4]和集中式 MIMO 雷达 [5–7]。分布式 MIMO 雷达的收发天线间距较大，各个天

线对目标有不同的观测角度，能克服目标的闪烁现象，从而可以提高系统的探测性能。集中式 MIMO 雷达收发

阵元间距较小，可以通过灵活地设计发射信号，发挥波形分集的优势。相对于相控阵雷达，集中式 MIMO 雷达

有更高的角度估计精确度。本文针对集中式 MIMO 雷达的波形设计问题展开研究。  
集中式 MIMO 雷达采用的发射信号波形可分为正交信号和部分相关波形。当 MIMO 雷达采用正交波形 [5]

时，发射功率在空间中均匀分布，有利于在雷达探测初始阶段进行全空域搜索。但全向辐射会导致接收信噪比

的损失，降低雷达的探测距离。部分相关波形则可以将辐射能量集中在空间感兴趣的空域，并获得一定的相干

增益，提高雷达接收端的信号处理性能。传统的发射方向图波形设计方法一般包括 2 个步骤：首先利用期望发

射方向图设计出协方差矩阵 [8–9]，协方差矩阵的合成一般建模为半正定约束优化问题；然后在满足一些实际约束  
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限制(如恒模或者低峰均比)条件下得到实际发射信号，使其协方差矩阵等于或者接近已知的协方差矩阵 [10–11]。  

文献 [12]从波束域加权的视角出发，提出了新的方向图优化模型，仅需要一步求解就能直接获得实际发射

波 形 ，缩 减了 运 算步 骤。 但 该方 法不 能 保证 每个 阵 元的 发射 功 率相 等， 降 低了 雷达 发 射机 的效 能 。在 此基础

上，文献[13]利用多维球(Hyper Sphere)坐标映射方法将基于波束域加权的方向图设计转化为非约束优化，并利

用拟牛顿法对波束加权矩阵进行求解。文献 [14]联合考虑方向图匹配性能和接收信号的旋转不变性 (Rotational 
Invariance Property，RIP)，同时增加每个阵元发射功率相等的约束，建立了波束加权矩阵的优化模型，获得较

好的到达角 (DOA)估计性能。然而该方法并没有对方向图的旁瓣进行限制。在发射方向图设计中，抑制旁瓣可

以减少来自旁瓣区杂波或虚假目标的能量，提高目标的参数估计性能。  
针对这一问题，本文提出了一种基于波束域加权的低旁瓣方向图设计算法。  

1  信号模型  

考虑发射阵元为 M ，接收阵元为 N 的 MIMO 雷达，阵元间距分别为 td 和 rd ，发射阵列和接收阵列距离较

近。假设目标位于远场，目标到达阵列的距离远大于阵列孔径，收发阵列对目标的观测角相同。采用正交波形

的 MIMO 雷达发射能量均匀分布在整个空间，然而感兴趣的目标通常集中在较小的空域，全向发射会造成能量

浪费。为了将发射能量集中在感兴趣空域 Θ ，减少在不感兴趣空域 Θ 的辐射能量，这里引入波束加权矩阵W ，

使发射信号为正交波束基 T
1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]Kt t t tϕ ϕ ϕ=φ Λ 的线性组合 ( )K M≤ ， T( )γ 表示转置，即发射信号的表达式为

T
1 2( ) [ ( ) , ( ) , , ( ) ] ( )Mt s t s t s t t∗=         =s W φΛ 。 1 2[ , , , ]K=W w w wΛ 为 M K× 维的波束加权矩阵， 1M

k C ×∈w 表示第 k 个正交波

束的加权矢量。正交波形满足
0

( ) ( ) ( )
T

i jt t i jϕ ϕ δ∗ = −∫ ， , 1,2, ,i j K= Λ ， T 为脉冲周期， ( )∗γ 表示共轭运算。空间 θ 方

向接收到的辐射信号为：  

( )TT H

1
( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

K

k k
k

t t tθ θ ϕ θ∗

=

= =∑x a w W a φ                               (1) 

式中 ( )θa 为 1M × 维的发射导向矢量。假设空间中存在 P 个目标，考虑目标满足 Sweiling II 起伏模型，即在一个

发 射 脉 冲 周 期 内 目 标 的 雷 达 散 射 截 面 积 (Radar Cross-Section， RCS)恒 定 ， 脉 冲 与 脉 冲 之 间 的 起 伏 相 互 统 计 独

立。经过目标反射后， t 时刻到达接收阵列的第 τ 个回波脉冲为：  

( )TH

1
( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , )

P

p p p
p

t t tτ β τ θ θ τ
=

= +∑r W a φ b n                             (2) 

式中： ( )pβ τ 为目标回波的复振幅；方差为 2
βσ ； ( )pθb 为第 p 个目标接收导向矢量； ( , )t τn 是 1N × 维的加性复高

斯噪声。在接收端进行波形分离， ( , )t τr 与 K 个正交波形 ( )tφ 匹配滤波后的总输出矩阵按列堆积成维数为列可得  

( )H

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
P

p p p
p

τ β τ θ θ τ
=

= ⊗ +∑y W a b n%                              (3) 

式中： ⊗ 表示 Kronecker 积， T T T T
1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]Kτ τ τ τ=n n n n% Λ 为 1KN × 噪声矢量，噪声矢量服从方差为 2

nσ 的复高斯

过程，即 2( ) (0, )n KNNτ σn I% : ， KNI 为 KN 维的单位阵。  

2  本文优化算法 

根据式(1)，在空间 θ 方向的信号辐射能量为：  

{ } 2H H H H H

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
K

k k
k

P E t tθ θ θ θ θ θ
=

= = = ∑a s s a W a w a a w                      (4) 

( )P θ 就是 MIMO 雷达的发射方向图增益。可以看出，相对于传统的 MIMO 雷达的全向发射，通过设计合适

的波束加权矩阵W ，可以增大感兴趣空域内的发射能量，减小不感兴趣空域的能量，提高辐射能量的利用率。

MIMO 雷达发射方向图合成问题旨在逼近期望波束，在数学上写成 p 范数的形式，可得  

( )H H

1 1
( ) ( )

pL K

k k d l
l k

Pθ θ α θ
= =

⎧ ⎫⎪ ⎪−⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∑ ∑w a a w                                 (5) 

式中： α 为优化因子用于尺度匹配； 1,2p = 或者 ∞ ，分别对应 1l , 2l 以及 l∞ 范数。不失一般性，本文采用范数来

刻画发射波束与期望波束的相近程度。  
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为使得 MIMO 雷达发射机工作在饱和状态，以便发挥其最大效能，通常要求雷达发射波形具有满足 M 个

阵元发射功率相等的约束：  
2 t

1

( ) , 1,2, ,
K

k
k

Pj j M
M=

=    =∑ w Λ                                  (6) 

式中 tP 为雷达发射总功率。  

2.1 低旁瓣发射方向图优化模型  

在发射方向图波形设计中，抑制旁瓣可将主要能量集中在主瓣区域。将整个空域划分为主瓣区域 Θ 和旁瓣

区域 Θ ，  ( 1,2, , )l l Lθ Θ∈  = Λ 表示主瓣区域内的离散化角度， 1,2, , )s s Sθ Θ∈   ( = Λ 表示旁瓣区域内的离散化角度。

本文的低旁瓣发射方向图优化准则为：保持 M 个阵元的发射功率相等，在方向图旁瓣低于一定阈值 η 的 条 件

下，使得设计方向图主瓣逼近期望方向图主瓣，即使两者之差最小。设计准则具体可表示为：  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
H H

d
, 1 1

H H

1

2 t

1

min

s.t. , , 1,2, ,

( ) , 1,2, ,

L K

k l l k l
l k

K

k s s k s
k

K

k
k

P

s S

Pj j M
M

α
θ θ α θ

θ θ η θ Θ

= =

=

=

⎧
 = −⎪

⎪
⎪⎪        ∈   =⎨
⎪
⎪

=    =⎪
⎪⎩

∑ ∑

∑

∑

W
J w a a w

w a a w

w

Λ

Λ

≤                           (7) 

该优化问题属于非凸二次约束二次规划(Quadratically Constrained Quadratic Programming，QCQP)问题，不

易获得全局最优解 [15–16]。本文考虑将其进行转化，这里引入一组辅助变量 H
k k k=X w w ( 1,2, , )k K= Λ 。根据矩阵迹

的性质，有 ( ) ( ) ( ) ( ){ }H H H Htrk l l k l l k kθ θ θ θ=w a a w a a w w ，则式(7)可以转化为：  

( ) ( ){ } ( )

( ) ( ){ }

2
H

d
, 1 1

H

1

t
1

1

min tr

s.t. tr , , 1,2, ,

diag{ }

rank( ) 1, 1,2, ,

k

L K

l l k l
l k

K

s s k s
k

K

k M
k

k

P

s S

P
M
k K

α
θ θ α θ

θ θ η θ Θ

= =

=

×

=

⎧
 −⎪

⎪
⎪
⎪        ∈   =   ⎨
⎪
⎪ =⎪
⎪

 =    =⎩

∑ ∑

∑

∑

X
a a X

a a X

X 1

X

Λ

Λ

≤                       (8) 

式中 diag( )γ 表示矩阵的对角化矢量。由于秩 1 约束条件 rank( ) 1k =X 是非凸的，半正定松弛并配合高斯随机化是

求解上式含秩 1 约束优化问题的有效手段，因此本文采用半正定松弛技术对其进行求解。松弛掉式(8)中的含秩

1 约束条件(稍后会在随机化过程中重建该约束)，可得  

( ) ( ){ } ( )

( ) ( ){ }

2
H

d
, 1 1

H

1

t
1

1

min tr

s.t. tr , 1,2, ,

diag{ } ; 0 1,2, ,

k

L K

l l k l
l k

K

s s k s
k

K

k M k
k

P

s S

P k K
M

α
θ θ α θ

θ θ η θ Θ

= =

=

×

=

⎧
 −⎪

⎪
⎪⎪        ∈   =    ⎨
⎪
⎪

  =    =⎪
⎪⎩

∑ ∑

∑

∑

X
a a X

a a X

X 1 X

Λ

Λ

,

，

≤

≥

                      (9) 

转化为凸优化问题后，通过引入一组新的辅助变量 { } 1

L
l l

δ
=

，则式(9)可以转化为：  

( ) ( ){ } ( )

( ) ( ){ }

, 1
2

H
d

1

H

1

1
1

min

s.t. tr , , 1,2, ,

tr , , 1,2, ,

diag{ } ; 0, 1,2, ,

k

L

l
l

K

l l k l l l
k

K

s s k s
k

K
t

k M k
k

P l L

s S

P k K
M

α
δ

θ θ α θ δ θ Θ

θ θ η θ Θ

=

=

=

×

=

⎧
   ⎪

⎪
⎪
⎪    −    ∈   =
⎪  ⎨
⎪     ∈   =⎪
⎪
⎪

=    =⎪
⎩

∑

∑

∑

∑

X

a a X

a a X

X 1 X

Λ

Λ

Λ

≤

≤

≥

                 (10) 
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上式中的二次不等式约束可以转化为：  

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ } ( )
2 2

H H 2 2
d d

1 1
tr 2 tr 2 2 1 2 1

K K

l l k l l l l k l l l l l
k k

P Pθ θ α θ δ θ θ α θ σ σ σ σ
= =

 − ⇔ ⋅ − + − + + +∑ ∑a a X a a X≤ ≤       (11) 

利用式(11)，则可以将式(10)中的二次约束写成二阶锥形式：  

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ } ( )
2

H H
d d2

1 1
2 tr 2 2 tr 2

( 1) ( 1)
1 1

K K

l l k l l l k l
l lk k

l l

P Pθ θ α θ θ θ α θ
σ σ

σ σ
= =

⋅ − ⋅ −
+ ⇔ +

− −

∑ ∑a a X a a X
≤ ≤          (12) 

式 中 γ 表 示 矩 阵 的 Frobenius 范 数 。 式 (7)的 优 化 问 题 可 以 最 终 表 示 为 二 阶 锥 优 化 问 题 (Second Order Cone 

Programming，SOCP)：  

( ) ( ){ } ( )

( ) ( ){ }

, 1

H
d

1

H

1

1
1

min

2 tr 2
s.t. ( 1), , 1,2, ,

1

tr , , 1,2, ,

diag{ } ; 0, 1,2, ,

k

L

l
l

K

l l k l
l lk

l

K

s s k s
k

K
t

k M k
k

P
l L

s S

P k K
M

α
δ

θ θ α θ
σ θ Θ

σ

θ θ η θ

=

=

=

×

=

⎧
   ⎪

⎪
⎪

⋅ −⎪    +    ∈   =⎪⎪ −    ⎨
⎪
⎪      ∈Θ   =
⎪
⎪
⎪ =    =⎪⎩

∑

∑

∑

∑

X

a a X

a a X

X 1 X

Λ

Λ

Λ

≤

≤

≥

              (13) 

转化为 SOCP 问题后，就可以利用 Matlab 凸优化工具箱件 CVX[17]求出其最优解。  

2.2 波束加权矩阵W 的对偶分析  

为了 使接收阵列 不受均匀线 阵的约束， 同时使接收 信号满足旋 转不变性， 当正交波束 基的数目 K 为 偶数

时，波束加权矩阵W 应满足如下条件：  

( ) ( )H H
2

π π[ , ] / 2
2 2

k K k k Kθ θ θ+=   ,  ∈ −   ,  =1,2, ,a w a w Λ                        (14) 

这里借鉴文献[14]的思路，令波束加权矩阵的列矢量满足对偶特性，即满足：  

1 2 2 1 2 2, , , , , , ,K K
∗ ∗ ∗⎡ ⎤= ⎣ ⎦W w w w w w w% % %Λ Λ                                 (15) 

式中 ( ) ( 1)k ki M i= − +w w% ， 1,2, ,i M= Λ 。这里以 2K = 为例，来说明W 对偶能满足式(14)中的旋转不变性条件，此

时 , ∗⎡ ⎤= ⎣ ⎦W w w% ，可得  

( )H j2π sin ( 1)

1
e

M
k

k
k

w θθ − −

=

= ∑a w                                 (16) 

( )H j2π sin ( )

1

e
M

M k
k

k

w θθ ∗ ∗ − −

=

= ∑a w%                                (17) 

将式(14)进行形式变换，则有  

( ) ( )( )H Hj2π sin ( 1) j2π sin ( ) j2π sin ( 1)

1
e e e

M
k M k M

k
k

w θ θ θθ θ
∗

∗
∗ − − − − − −

=

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑a w a w%                  (18) 

从式 (18)中可以看出 ( )Hθa w 与 ( )Hθ ∗a w% 的幅度相同，只存在相差项 j2π sin ( 1)e Mθ− − ，因此满足式 (14)的条件，即

接收信号满足旋转不变性。当 K 为偶数时，以此类推。由此可知，求解波束加权矩阵W 只需求解 1 2 2, , , Kw w wΛ

即可。  
综上所述，当得到式 (13)的全局最优解后，结合波束加权矩阵的对偶特性，在高斯随机化方法中重建秩 1

的约束条件，即可获得低旁瓣发射方向图优化波形，具体算法步骤如下：  
步骤 1，设定高斯随机化次数 gN 以及最优解 opt 1,2, , 2k k K  ,  =X Λ ；  

步骤 2，若 optX 的秩等于 1，则对 kw 取 opt
kX 的主特征向量；若 opt

kX 的秩大于 1，则对 opt
kX 进行特征值分解，

得到 opt H
k k kk =X U Σ U 。然后取复单位圆上的随机向量 1,2, , )l

k gv l = N  ( Λ ，使得 1 2l l
k k kk=w U Σ v ；  

步骤 3，若 l
kw 不满足条件 ( )H t

1
1

diag{ }
K

l l
k k M

k

P
M

×

=

=∑ w w 1 ，则对 l
kw 进行尺度变换得到 ,new

l
kw ，使其满足该条件；  
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步骤 4，计算式 (7)中目标函数 J ，从 gN 次高斯随机化过程中取使得目标函数最小的 ,new

l
kw 作为波束加权矩

阵的列矢量 opt ,new
l
k=w w ，以该方式分别获得 1 2 2, , , Kw w wΛ ；  

步骤 5，根据W 对偶特性得到波束加权矩阵W ，再利用 ( ) ( )t t∗=s W φ 得到 MIMO 雷达实际发射信号 ( )ts 。  

3  实验仿真  

考虑单基地 MIMO 雷达发射阵列为均匀线阵，阵元数 10M = ，阵元间距为 2λ ，接收阵元数 10N = ，接收

阵列为非均匀线阵，阵元位置随机分布在 [0,9] 2λ 的范围内。发射总功率 tP M= ，正交波束基个数 2K = 。正交

波形采用的形式为 j2π( ) 1 e mt T
k t Tϕ = ， ( 1,2, , ; 1,2)m M k=  =Λ ，码长 T 取 1024，旁瓣阈值取经验值 210sη −= 。选择

传统正交波形和文献[14]发射波形域方法(Transmit Beam space Method，TBM)设计的波形作为对比算法。  

假设感兴趣的空域为 [ 10 ,10 ]Θ = − ° ° ，不感兴趣的方向为 [ 90 , 20 ] [20 ,90 ]Θ = − ° − ° ∪ ° ° 。 Θ 和 Θ 内的角度采样 点

数分别为 100L = , 400S = 。图 1 给出了传统正交波形、TBM 以及本文算法的发射方向图设计结果。从图 1 中可

以看出，正交波形所形成方向图在空间中全向分布。TBM 形成的方向图能够将能量聚集在 [ 10 ,10 ]− ° ° 的区域内，

但方向图旁瓣高。相比于 TBM，所提算法的旁瓣值得到了较好的抑制，比 TBM 的旁瓣值约低 7 dB。  
为了验证所提算法的 DOA 估计性能，假设感兴趣空域内存在两个目标，方位分别为 1 5θ = − ° 和 2 5θ = ° 。假

设噪声为均值为 0，方差 2
n 1σ = 的复高斯白噪声。  

目 标 散 射 系 数 服 从 零 均 值 ， 方 差 为 2
βσ 的 复 高 斯 分 布 。 接 收 信 噪 比 2 2

SN nR βσ σ= 区 间 取 [ 30,30]dB− ， 间 隔 为

3dB ，快拍数取 50，采用 ESPRIT 算法进行 DOA 估计，并进行 500 次蒙特卡洛试验。图 2 给出了传统正交波

形、TBM 以及本文算法 DOA 估计的克拉美罗界(Cramer Rao Bound，CRB)与均方根误差。均方根误差(Root-

Mean-Square Error，RMSE)的定义为 2 2
1 1, 2 2,

1

1 ˆ ˆRMSE [( ) ( ) ]
2

Q

q q
pQ

θ θ θ θ
=

= − + −∑ ， 500Q = ， 1,ˆ qθ 为到达角 ( 1,2)l lθ = 在第

q 次蒙特卡洛试验中的估计值。从图中可以看出，正交波形的角度估计性能最差，是因为正交波形有能量浪费

在感兴趣的区域之外，接收信噪比较低，影响了参数估计性能。TBM 的 DOA 估计性能优于正交波形，相比于

TBM，由于能将发射旁瓣能量进行有效抑制，所以本文优化波形的 DOA 估计性能得到提升。  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

为验证本文方法区分角度相近目标的性能，假设目标方位位于较近位

置， 1 7θ = ° , 2 8θ = ° ，来对比 DOA 分辨临近目标的成功概率。当目标角度的

估 计 值 l̂θ 和 真 实 值 lθ 满 足 条 件 2 1ˆ 2, 1,2; )l l lθ θ θ θ θ θ− Δ   ( =  Δ = −≤ 时 ， 判 定

为目标分辨成功。图 3 给出了正交波形、TBM 以及本文算法的目标分辨成

功概率。可以看出，正交波形的角度分辨成功概率最低，所提算法的成功

概率高于 TBM。仿真结果表明在角度估计算法相同的情况下，本文优化波

形的角度分辨精确度更高。  

4  结论  

为降低 MIMO 雷达发射方向图的旁瓣能量，改善接收端的 DOA 估计

性能，本文提出了一种基于波束域加权的低旁瓣方向图设计方法。实验结果表明，所提算法的旁瓣值得到了较  

Fig.3 Probability of target resolution 
versus SNR curves 

图 3 成功概率随 SNR 变化曲线 
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Fig.1 Comparison results of transmit beampattern 
图 1 发射方向图对比结果 
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Fig.2 CRB versus SNR curves (a) and RMSE versus SNR curves (b)
图 2 CRB 随 SNR 变化曲线(a)和 RMSE 随 SNR 变化曲线(b) 
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好的抑制，比 TBM 算法的旁瓣值低约 7 dB。在接收端进行 DOA 估计时，所提算法获得了更好的角度分辨率和

目标分辨概率。值得指出的是，在构造波束加权矩阵时，采用了对偶的方法来满足接收信号的旋转不变性，所

以需要发射波束为偶数。构建满足旋转不变性且不受波束为偶数限制的波束加权矩阵有待进一步研究。  
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