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摘  要：提出一种改进的参数优化局部一维时域有限差分 (LOD-FDTD)方法，该方法将时间步

长等分成 3 步，沿坐标方向加上色散控制因子，以降低数值色散误差。本文首先证明改进方法的

稳定性，并分析其数值色散误差。结果表明改进方法的数值色散误差小于传统的 LOD-FDTD 方法。 
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A parameter optimized LOD-FDTD method and  

its numerical dispersion analysis 
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Abstract：An improved 3-D Locally One-Dimensional Finite-Difference Time-Domain (LOD-FDTD) 

method is presented. In the proposed method, the time step is divided into three sub-steps. Dispersion 

control parameters are introduced into X, Y and Z directions. The results show that the method is stable 

and the normalized numerical phase velocity errors are smaller than that of the conventional LOD-FDTD 

method. 
Keywords：Locally One-Dimensional Finite-Difference Time-Domain；dispersion controls parameters；

stability；numerical dispersion；Courant Friedrich Lewy(CFL) limit 

 

传统的 FDTD 方法由于受到 CFL 条件的限制 [1]，影响了计算细微结构的效率。为了克服这些问题，无条件

稳定的 LOD-FDTD 方法 [2]应运而生，但是 LOD-FDTD 方法的数值色散却比传统的 FDTD 方法要大。现有的文献

提出了各种方法 [3-4]用于解决数值散射误差大的问题，如，高阶格式就是一个常用的减少色散误差的方法 [5-6]。此

外，还有文献研究了优化的 LOD-FDTD 方法以减少其色散误差，其利用的方法是非线性规划方法实现对目标函

数的优化 [7]。本文提出了一个新的改进色散误差的方法，直接在矩阵前面加控制因子，相比已有文献 [8]，既减少

了计算量，又保证了计算精确度。  

1  改进方法公式推导 

在本文中，定义波在一个线性、无耗的自由媒质中传播。  

1.1 改进方法公式  

麦克斯韦方程写成如下形式 [1]：  

t t
ε μ∂ ∂

∇× = ∇× = −
∂ ∂
E HH E                                 (1) 

式中：H 是磁场强度；E 是电场强度；ε 是电常数；μ 是磁导系数。真空中ε =8.85×10-12 F/m；μ =4π×10-7 H/m。 
式(1)沿坐标轴方向展开如下：  
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式中：  
T

, , , , ,x y z x y zE E E H H H⎡ ⎤= ⎣ ⎦φ ； tΔ 是时间步长；I 是单位矩阵。  

1.2 稳定性的证明  

之前有学者在研究基于交替方向隐格式(Alternate Direction Implicit，ADI)的无条件稳定 FDTD 算法时，通过

在矩阵中加入控制因子 [9]的方法，提高了计算精确度。本文采用与 ADI-FDTD 方法类似的优化方法，在麦克斯韦

分解矩阵的 3 个方向上加上色散控制因子 Cx,Cy 和 Cz，同时时间推进从 n 到 n+1/3，接着是 n+1/3 到 n+2/3，n+2/3
到 n+1。式(2)按以下 3 步计算：  

分步 1：  
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分步场写成如下形式 [7]: 
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式中：α=x,y,z； sin cosxk k θ ϕ= , sin sinyk k θ ϕ= , coszk k θ= 。合并式(3)∼(5)， [ ]1n nΛ φ+ =φ 。  

利用 Matlab 软件，计算出矩阵 [ ]Λ 的特征值：  
2 2 2 2
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此处，  
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从式(7)可以容易得到 1 2 3 4 5 6 1λ λ λ λ λ λ= = = = = = ，表明了优化方法的稳定性。特别的，当 Cx=Cy=Cz=1，

优化方法变成了传统的 LOD-FDTD 法。  

2  数值误差分析 

2.1 数值色散分析  

不同特征值下的数值色散误差是不同的，具体如下：  
情况 1，λ=λ3 或 λ=λ4，数值色散值为：   
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；  

情况 2，λ=λ5 或 λ=λ6，数值色散值为：  
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情况 3，λ=λ1 或 λ=λ2，数值色散值为：  
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。  

2.2 色散控制因子的计算  

色散控制因子通过以下步骤得到：  
1) 令 / 1v cϕ = ，色散因子为  

tan( / ) tan( / ) tan( / )
x y z

x y z

c t c t c tC C C
bd P bd P bdP

λ λ λπ Δ π Δ π Δ
= = =， ，   (8) 

vϕ 是相速。在 x 方向，设定 90 , 0θ ϕ= ° = °；在 y 方向，设

定 90 , 90θ ϕ= ° = ° ；在 z 方向，设定 0θ = °。  
2) 数值色散分析  
定义 /x y z CPWλΔ = Δ = Δ = 。数值色散精确度与入射角度、

CFL 条件数(CFLN)、单位波长内的网格数(CPW)有关。  
为了更明确地描述，下面以情况 3 为例来讨论归一化相速

度误差。  
图 1 研究了 CFLN=5,CPW=20 时，入射角度下的色散误差，

结果表明色散误差的极值是在 45θ = ° 和 45ϕ = °处。  
图 2(a)是传统的 LOD-FDTD 方法，最大误差 6.494。图 2(b)是改进的 LOD-FDTD 方法，最大误差是 3.542 7，

比传统的方法误差减少 45.5%，结果表明新方法能大大减少误差。  

图 3 显示的是在 CPW=20, 45θ = ° 时，传统 LOD-FDTD 和改进 LOD-FDTD 方法的归一化相位误差随 CFLN
的变化曲线，极值见表 1。从图中可以看出，随着条件数(CFL)的增加，归一化相误差也增加，在相同的条件数

下，改进方法的误差要小得多，从表 1 还可以看出改进方法比传统方法的误差小，如，在 CFLN=5 时，改进方法

比传统方法的误差小 10%。  
图 4 显示的是在 CFLN=5，θ=45°时，传统 LOD-FDTD 和改进 LOD-FDTD 方法的归一化相误差随 CPW 的  
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Fig.1 Normalized phase velocity(vφ/c) vs. all angles of 
propagation at CFLN=5, CPW=20 for case 3. 

图 1 情 况 3 中 归 一 化 相 速 度 随 入 射 角 度 的 变 化
(CFLN=5, CPW=20) 
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(a) standard LOD-FDTD 

Fig.2 Normalized phase velocity error(|1-vϕ/c|×100%) versus all angles of propagation at CFLN=5, CPW=20 
图 2 归一化相速度随入射角度的变化(CFLN=5, CPW=20) 
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变化曲线。从图 4 可以看出，归一化相误差随着 CPW 的增加而减小，在相同的 CPW 下，改进方法的误差明显要
小得多。表 2 显示的是归一化数值相位误差对应的最值。当 CPW=40，ϕ=0°时，相比于标准的 LOD-FDTD 方法，
归一化相位误差提高了 29%，而当 CPW=80，ϕ=0°时，相比于标准的 LOD-FDTD 方法，归一化相位误差提高了 46%。 

3  结论  

本文从麦克斯韦方程组出发，推导了改进方法的计算公式，分析了方法的稳定性和色散关系，从以上的分析

可以看出，改进方法具有无条件稳定性，在减少色散误差方面效果较好。  
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Fig.3 Normalized phase velocity error(|1-vϕ/c|×100%) versus
wave angles for different CFLN. (while CPW=20,
θ=45°, constant) 

图 3 归一化相误差随条件数变化曲线(CPW=20, θ=45°)
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Fig.4 Normalized phase velocity error(|1-vϕ/c|×100%) versus
wave angles for different CPW(while CFLN=5, θ=45°,
constant) 

图 4 归一化相误差随 CPW 的变化曲线(当 CFLN=5, θ=45°)
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表 1 优化前后的色散误差在不同 CFLN 下的最值 
Table1 Extremum of normalized phase velocity error for 

different CFLN 

algorithm CFLN 
0.5 2 4 

standard maximum 0.293 4 0.924 0 2.862 2
standard minimum 0.235 7 0.775 1 2.463 8
corrected maximum 0.242 8 0.725 1 2.230 5
corrected minimum 0.184 8 0.571 0 1.780 8

表 2 优化前后的色散误差在不同 CPW 下的最值 
Table2 Extremum of normalized phase velocity error for different CPW 

algorithm 
CPW 

20 40 60 80 
standard maximum 4.241 4 1.147 3 0.539 9 0.324 5 
standard minimum 3.695 8 0.983 8 0.464 8 0.281 8 
corrected maximum 3.324 4 0.814 1 0.334 9 0.174 8 
corrected minimum 2.674 5 0.642 2 0.258 1 0.131 5 


