
第 15 卷  第 4 期                太赫兹科学与电子信息学报                 Vo1．15，No．4 

2017 年 8 月        Journal of Terahertz Science and Electronic Information Technology      Aug．，2017 

 
文章编号：2095-4980(2017)04-0676-08 

新型多翼统一混沌系统 
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摘   要：通过引入多个线性状态反馈控制项和非线性状态反馈控制项，提出了一个新型多翼

统一混沌系统。在不同的系统参数下均能产生关于原点对称的真实四翼混沌吸引子，还能产生蝴

蝶吸引子、蝙蝠形吸引子和新型多翼混沌吸引子。采用常规的动力学分析方法研究了产生新型多

翼混沌吸引子系统的基本动力学特性，例如相图、耗散性分析、李雅普诺夫指数谱和分岔图。结

果表明系统可以产生丰富的混沌行为，该新型多翼混沌吸引子可以随参数的变化实现关于x轴对称

的双翼混沌吸引子和关于原点对称的真实四翼混沌吸引子。  
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New type of the multi-wing unified chaotic system 

LI Xin，ZENG Yicheng，WANG Wei，SUN Ruiting 
 (Department of Optoelectronic Engineering，Xiangtan University，Xiangtan Hunan 411105，China) 

Abstract：A new type of the multi-wing unified chaotic system is proposed by introducing more 

nonlinear state feedback controllers and linear state feedback controllers. The real four-winged chaotic 

attractors which are symmetric about the origin with different system parameters can be achieved including 

the butterfly shaped chaotic attractor, bat-shaped chaotic attractors and the new types of the multi-wing 

chaotic attractors by changing the system parameters. The dynamic properties of the circuit are 

demonstrated by means of phase diagrams, dissipative analysis，Lyapunov exponent spectra and bifurcation 

diagrams. Numerical simulation results show that the system produces a new type of the multi-wing chaotic 

attractors and exhibits complicated chaotic behaviors with the evolution of the system parameters. The 

double-wing chaotic attractors which are symmetric about the x axis and the real four-winged chaotic 

attractors which are symmetric about the origin can be achieved. 

Keywords：four-dimensional chaotic system；double-winged chaotic attractor；real four-winged chaotic 

attractor；new type of the multi-wing chaotic attractor 

 

混沌在神经网络、数字水印、保密通信等方面有广泛的应用 [1–3]，生成具有复杂动力学特性和拓扑结构的混

沌系统是研究和应用混沌的重要基础。研究具有复杂拓扑结构的混沌系统有 2 个主要方向，一个是利用非光滑函

数来构建多涡卷混沌吸引子，另一个是采用光滑自治系统来构建多翼混沌吸引子。  
目前，在混沌电路设计方面，已经有许多技术利用非光滑非线性函数产生多涡卷混沌吸引子 [4–7]。然而，如

何用光滑非线性项产生多翼(超过 2 个)的混沌吸引子仍然存在着技术上的挑战。尽管 Liu 和 Chen[8]构造了一个带

有 5 个平衡点的三维自治系统能产生四翼混沌吸引子，然而他们在另一篇文献中说明了该四翼吸引子实际不存在，

它是同时存在的 2 个双翼混沌吸引子由于靠得太近和数值误差原因导致的一种数值假象 [9]。最近，王繁珍 [10]等人

通过在 Qi[11–12]等人构造出的四维自治混沌系统中引入 1 个线性状态反馈控制项，破环系统的相似性，产生了穿

越上下吸引域界限的对角双翼混沌吸引子 , 进一步，随着参数的演化，上下混沌吸引子与对角混沌吸引子融合成

一个真实四翼混沌吸引子。  
本文在文献[10]提出的四维混沌系统模型基础上，通过引入多个线性状态反馈控制项和非线性状态反馈控制

项，提出了一个新型多翼统一混沌系统。在不同的系统参数下均能产生关于原点对称的真实四翼混沌吸引子，还  
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能产生蝴蝶吸引子、蝙蝠形吸引子和新型多翼混沌吸引子，且该新型多翼混沌吸引子可以随参数的变化实现关于

x 轴对称的双翼混沌吸引子和关于原点对称的真实四翼混沌吸引子，即提出的新型多翼统一混沌系统，只需改变

系统参数就可实现多种吸引子形态，实现方法简单。基于多翼混沌系统在工程实践中有更好的应用前景 [13]，本

文提出的新型多翼统一混沌系统在保密通信和信息安全等领域有潜在的应用价值。  

1  新型多翼统一混沌系统 

文献[10]提出的四维混沌系统状态方程为：  
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式中：a,b,c,d 是实参数；e 为线性状态反馈控制项的控制参数。当 a=25,b=2,c=15,d=35,e=0 时，系统产生 2 个双

翼混沌吸引子，如图 1(a)、(b)。  

当系统第 3 个方程引入一个线性状态反馈控制项 ey 时，系统的相似性被破坏，受控系统产生穿越上下吸引

域界限的主对角和次对角混沌吸引子，进一步，随着参数的演化，上下混沌吸引子与对角混沌吸引子融合成一个

真实四翼混沌吸引子，即当 a=50,b=7,c=13,d=20,e=6 时，系统产生真正的四翼混沌吸引子，如图 2(a)、(b)。  

1.1 引入不同反馈项的新型多翼统一混沌系统  

通过观察上述混沌系统状态方程和混沌吸引子，发现引入的线性状态反馈控制项可以改变吸引子的结构形态。 

x 
(a) the x-z plane phase portrait of the 

real four-winged chaotic attractor 
(b) the y-z plane phase portrait of the 

real four-winged chaotic attractor 
Fig.2 Four-winged chaotic attractors

图 2 四翼混沌吸引子 
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(a) the x-z plane phase portrait of the
double-wing chaotic attractor 

(b) the y-z plane phase portrait of the 
double-wing chaotic attractor 
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Fig.1 Double-wing chaotic attractors 
图 1 双翼混沌吸引子



678                            太赫兹科学与电子信息学报                       第 15 卷 
 

而文献[10]是在状态方程的 z& 项引入一个线性状态反馈项，由此就可以思考以下几个问题：  
1) 线性状态反馈控制项的作用？  
2) 若在 wyx &&& ,, 任一项中引入一个线性状态反馈控制项会怎样？  
3) 若在 wzyx &&&& ,,, 任意 2 项、3 项和 4 项中引入线性状态反馈控制项会怎样？  
4) 若引入的为非线性状态反馈控制项是否会产生相同的吸引子？  
5) 若引入非线性状态反馈控制项+线性状态反馈控制项是否会产生新的混沌吸引子？  
本文根据以上几个问题进行理论分析和仿真研究，从而提出了一个新型多翼统一混沌系统。  
提出的新型多翼统一混沌系统状态方程为：  

                       2
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式中：a,b,c,d 为实参数；e,f,g,h,p 为线性状态反馈控制项参数；α,β,γ,λ 为非线性状态反馈控制项参数。  
当参数 a,b,c,d 给定(a=50,b=7,c=13,d=20)，系统分为以下几种情况：  
1) 在 wyx &&& ,, 任一项中引入一个线性状态反馈控制项，只有在 w& 项引入线性状态反馈控制项 px 或 hz 时，系

统才可以产生真实四翼混沌吸引子(p=8 或 h=6)，如图 2(a)、(b)。  
2) 在 wzyx &&&& ,,, 任意 2 项、3 项和 4 项中引入线性状态反馈控制项，除在 yx && , 两项中引入线性状态反馈控制

项不能产生真实四翼混沌吸引子，其他情况均可实现。  
3) 在 wzyx &&&& ,,, 状态方程中引入非线性状态反馈控制项，可以产生不同于其他吸引子形态的蝙蝠形混沌吸引

子(α=9)和蝴蝶吸引子( 6=γ 或 6=β )，如图 3(a)、(b)。  
4) 在 wzyx &&&& ,,, 状态方程中引入非线性状态反馈控制项+线性状态反馈控制项，产生蝴蝶吸引子( 6=g , 8=β

或 4,8 =−= λp ），如图 3(b)。  

综述以上 4 点可以得出以下结论：  
1) 系统(1)在未引入线性状态反馈控制项 ey 时，系统右手边函数中的第 3 个和第 4 个方程具有相似性，该相

似性不利于系统动力行为形成一个四翼吸引子。也正是由于这种相似性，在 wyx &&& ,, 任一项中引入一个线性状态

反馈控制项，只有在 z&项和 w& 项引入线性状态反馈控制项 yg , px 或 zh 时，打破 2 个方程地位相等的状态，才能

够产生真实四翼混沌吸引子。换句话说，想得到四翼混沌吸引子必须打破系统的相似性，即引入一个或多个线性

状态反馈控制项，但线性状态反馈控制项必须至少有 1 个要加在 z&项或 w& 项上。  
2) 引入非线性状态反馈控制项以及非线性状态反馈控制项+线性状态反馈控制项，系统均不能产生真实四翼

混沌吸引子，但能够产生蝴蝶吸引子和蝙蝠形吸引子。  

1.2 新型多翼混沌系统  

本文是在已有文献提出的模型基础上，通过引入线性和非线性 2 种反馈控制项来讨论反馈控制项对系统产生  
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图 3 特殊形状混沌吸引子 
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真实四翼混沌吸引子的影响。1.1 节的研究已经阐述了非线性反馈控制项不能使系统产生四翼混沌吸引子，只有

系统引入一个或多个线性反馈控制项，且至少有 1 个加在 z&项或 w& 项时，才会产生四翼混沌吸引子：  
1) 不引入线性反馈项时，系统在结构上具有相似性，产生 2 个靠得很近的双翼混沌吸引子。  
2) z&项或 w& 项引入一个线性反馈项时，打破系统结构的相似性，产生真实的四翼混沌吸引子。  
3) z&项和 w& 项均引入一个线性反馈项时，产生了不同于系统(1)的新的混沌吸引子，即新型多翼混沌吸引子。  
通过理论分析和大量的仿真实验发现，当在系统的 z&项和 w& 项均引入 1 个线性反馈项时，改变系统控制参数，

可以使系统产生双翼、四翼以及一类不同于其他吸引子形态的新型多翼混沌吸引子，该系统可以产生非常丰富的

动力学行为，具有良好的研究价值。  
此时，系统(2)状态方程为：  
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式中：a,b,c,d 是实参数；g,h 为线性状态反馈控制项的控制参数。  
1) 当系统参数和控制参数均改变时：  
○1 当 a=25,b=2,c=15,d=35,g=h=0 时，系统实现为关于 x 轴对称的双翼混沌吸引子，如图 1(a)、(b)；  
○2 当 a=50,b=7,c=13,d=20,g=6,h=0 时，系统实现为关于原点对称的真实四翼混沌吸引子，如图 2(a)、(b)。  
2) 当系统参数给定，只改变控制参数 h 时：  
○1 当 a=35,b=6,c=5,d=15,g=8,h=5 时，系统实现为关于原点对称的真实四翼混沌吸引子，举例如图 4(a)、(b)；  
○2 当 a=35,b=6,c=5,d=15,g=8,h=15 时，系统实现为一类不同于其他吸引子的特殊混沌吸引子，即新型多翼混

沌吸引子。举例如图 4(c)、(d)。  
为更好地了解系统(3)的性能，将对该系统的基本动力学特性及随参数变化的敏感性进行数值模拟和理论分

析，如 Lyapunov 指数、耗散性、频谱、Poincare 截面、分岔图等。  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.4 Chaotic attractors 
图 4 混沌吸引子
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2  基本的动力学特性  

1) 李雅普诺夫指数：  

当 系 统 参 数 a=35,b=6,c=5,d=15,g=8,h=–15 时 ， 利 用 Wolf 方 法 计 算 得 到 此 系 统 的 Lyapunov 指 数 为 ：

898.43,929.9,0,2874.4 4321 −=−=== λλλλ ，由此可知系统(3)有一个正的李雅普诺夫指数，处于混沌状态。  
2) 耗散性：  
由于系统(3)的耗散度为：  

                       31 2 4

1 2 3 4

xx x x
V a b c d

x x x x

∂∂ ∂ ∂
∇ = + + + = − + − −

∂ ∂ ∂ ∂

&& & &
                       (4) 

当 0<−−+− dcba 时，则系统是耗散的，且以指数形式收敛。  

                                   ( )d
e

d
a b c d tV

t
− − + +=                                 (5) 

可以看出相体积元 0V 在时刻 t 时收缩为体积元 ( )d / d e a b c d tV t − − + += 。意味着当 ∞→t 时，包含系统轨线

的 每 个 体 积 元 以 指 数 率 dcba −−+− 收 缩 到 零 。 当 15,8,15,5,6,35 −====== hgdcba 时 ，

049 <−=−−+− dcba 。因此，该系统所有轨线最终会被限制在一个体积元为零的集合上，且它渐进运动固定在

一个吸引子上 [14]。  
3) Poincare 截面：  

    图 5 显示了当系统参数 35, 6, 5, 15, 8, 15a b c d g h= = = = = = − 时，该系统中混沌吸引子在相空间的庞加莱截

面图。通过观察可以看到，庞加莱截面上是一曲线弧分散的点集，而且具有自相似的分形结构，所以表明此时

系统处于混沌状态。  
4) 功率谱：    
功率谱分析是识别混沌的一个重要手段。根据傅里叶变换理论，分析得到周期信号的频谱是离散的谱线，

而对非周期运动，因其不能展开成傅里叶级数，只能进行傅里叶积分，故非周期运动的频谱是连续的。也就是

说，若信号频谱图只含一个或者几个独立的能量峰，则对应于周期信号；若无明显的能量峰并且频谱是连续的，

则表明该系统是非周期信号，对混沌系统来说可能存在混沌解 [15]。  
图 6 显示了当系统参数 35, 6, 5, 15, 8, 15a b c d g h= = = = = = − 时，混沌系统中 x 变量的功率谱。观察发现频

谱是连续的，并无明显能量峰，表明该系统可能存在混沌解。  
 

 

 

 

 

 

 

 

3  系统参数敏感性分析  

当系统参数 8,15,5,6,35 ===== gdcba 和 h 改变时，固定其他参数，让 h 在 ]25,25[− 范围内变化。  
图 7 和图 8 是随 h 变化的分岔图和 Lyapunov 指数谱，可以看出分岔图和 Lyapunov 指数谱有很好的一致性。

图 9 是系统随参数变化的平面相图，结合图 7、8、9，可以更加直观地观察到系统在不同参数下的吸引子形态以  
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及几种吸引子之间随参数变化而相互演变的过程。  
    1) 当参数 )16,25[−∈h ，结合图 7、8、9(a)~(e)，可以看出系统(3)处于混沌状态，Lyapunov 有一个为正，分

岔图表明系统进行了倍周期分岔，相图表明系统产生了新型多翼混沌吸引子和真实四翼混沌吸引子两种形态的混

沌吸引子。  
2) 当参数 ]25,16[∈h ，结合图 7、8、9(f)，可以看出系统(3)处于稳定状态，Lyapunov 一个为 0，其余为负，

分岔图和相图表明系统进入稳定态，稳定状态初期存在多个周期窗口。  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
综上所述，在系统中引入线性反馈控制项的作用是打破原系统结构上的相似性，使系统的动力学行为发生

改变，从而产生不同形态的混沌吸引子。引入反馈控制项的方式有多种，哪种反馈方式最优或哪种反馈的鲁棒

性最强，值得进一步研究，大量的仿真实验表明：当在系统的 z&项和 w& 项均引入一个线性反馈项，系统状态方程

如式(3)所示时，系统更容易产生丰富的动力学行为，此种方法对于产生多种形态的混沌吸引子比较好。   
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Fig.8 Lyapunov exponent spectra changing as the
parameter h 

图 8 随 h 变化的 Lyapunov 指数谱图 
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Fig.7 Bifurcation diagrams changing as the parameter h
图 7 随 h 变化的分岔图 
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Fig.9 Chaotic attractors of x-w plane changing as the parameter h 
图 9 随参数 h 变化的 x-w 平面混沌吸引子 
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4  结论  

文献[10]通过在四维系统中引入线性状态反馈控制项，破坏原系统的部分对称性，在不同的参数下系统产生

了能穿越上下吸引域的对角周期轨或对角双翼混沌吸引子，进一步产生了关于原点对称的真实四翼混沌吸引子。

在此理论研究基础上，通过引入多个线性状态反馈控制项和非线性状态反馈控制项，提出了一个新型多翼统一混

沌系统。在不同的系统参数下系统均能产生关于原点对称的真实四翼混沌吸引子，还能产生蝴蝶吸引子、蝙蝠形

吸引子和新型多翼混沌吸引子，且该新型多翼混沌吸引子可以随参数的变化实现关于 x 轴对称的双翼混沌吸引子

和关于原点对称的真实四翼混沌吸引子，即提出的新型多翼统一混沌系统，只需改变系统参数就可实现多种吸引

子形态，实现方法简单。  
对产生新型多翼混沌吸引子的系统进行基本动力学特性的数值模拟和理论分析，同时对 Lyapunov 指数谱和

分岔图进行分析，从而详细讨论了系统参数对混沌行为的敏感性。基于多翼混沌系统在工程实践中有更好的应用

前景，本文提出的新型多翼统一混沌系统在保密通信和信息安全等领域有潜在的应用价值。  
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