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摘  要：针对波束形成中目标方位失配以及噪声加干扰的协方差矩阵非精确重构造成的波束形

成方法性能下降的问题，提出一种基于嵌套阵列的稀疏表示稳健波束形成方法。在该方法中，计算

嵌套阵的采样协方差矩阵，通过差合作阵处理得到一孔径扩展的虚拟均匀线列阵；基于稀疏表示的

方法来估计目标以及干扰的准确方位信息；进一步利用得到的方位信息构造导向矢量，通过最小二

乘方法计算干扰信号的精确功率值；最后重构干扰加噪声协方差矩阵，通过波束形成实现干扰抑

制。数值仿真表明，所提方法有效提升了干扰加噪声协方差矩阵重构精确度，在不同信噪比和快拍

数条件下，输出信噪比都能逼近最优信干噪比，验证了该算法的有效性。 
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Sparsity-based robust beamforming method using nested array 
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Abstract：In order to accurately estimate the target azimuth and recovery noise-plus-interference 

covariance matrix in beamforming, a robust beamforming method based on sparse representation is 

proposed under the nested array structure. In the proposed method, firstly, the sampled covariance matrix 

of the nested array is calculated, and a large-aperture virtual uniform line array is obtained by difference 

co-array processing. Then, the accurate information of the azimuth of the target is estimated based on a 

sparse representation method. Using the azimuth information, the power value of the interference signal 

can be calculated by the least squares method. After obtaining the accurate azimuth information and the 

power value of the interference, the interference plus noise covariance matrix is further reconstructed, and 

finally the interference suppression is obtained by beamforming method. Experimental simulation shows 

that the output Signal to Interference plus Noise Ratio(SINR) can approach the optimal output of SINR 

under different SNR and snapshots, which verifies the effectiveness of the proposed method. 

Keywords：nested array；aperture expansion；sparse representation；robust beamforming 
 

自适应波束形成技术是阵列信号处理中的关键技术，其广泛地应用于雷达、通信、声呐、水下通信、远程

遥感、射电天文、医学影像等场景 [1–2]。波束形成技术目的在于抑制干扰信号的同时最大程度地保留期望信号的

输出。在波束形成方法中，Capon 方法是最经典的方法 [3]，因其具有高的角度分辨能力，以及优越的干扰抑制

性能而受到广泛关注。Capon 方法是以精确已知期望信号的方位信息为前提，而实际中精确的方位信息获取并

不容易，通过估计得到的方位信息常常与真实值存在一定误差，即存在失配现象。另外，波束形成中，常常用

采样协方差矩阵代替干扰加噪声协方差矩阵，实际采样协方差矩阵中不可避免地包含信号分量时，尤其是在高

信噪比情况下，在抑制干扰的同时也一定程度上抑制了期望信号的输出，这会使波束形成的性能下降。如何设

计具有稳健性能的波束形成算法一直是研究者孜孜以求的目标。  

针 对 上 述 问 题 ， 研 究 者 们 提 出 了 诸 多 稳 健 性 波 束 形 成 算 法 。 通 过 精 确 重 构 干 扰 加 噪 声 协 方 差 矩 阵 来 提 升  
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波束形成的稳健性能是最主要的一类方法 [4–7]。文献[4]假定期望信号和干扰是分离的，通过在干扰来波方向 (即

期望信号之外的区域)的空域进行 Capon 空间谱估计积分，得到干扰加噪声协方差矩阵。但是其对角度失配误差

仍然较为敏感，致使主波束无法对准期望信号，从而削弱了输出期望信号功率。文献[5]通过稀疏表示的方法重

构干扰加噪声协方差矩阵，利用空域信号的稀疏性，来重构协方差矩阵，通过移除信号的成分，得到干扰与噪

声协方差矩阵。为了进一步减少计算量，将重构过程中的积分问题转化为一个累加的形式，干扰矩阵的重构是

通过干扰的导向矢量和其外积的累加和得到。文献[6]通过估计期望信号功率来重构干扰加噪声协方差矩阵。虽

然具有良好的抗强期望信号背景的能力，但随着信噪比的变化，该算法在干扰信号方向存在信号自消的现象，

甚至严重时变成了非自适应的算法。文献[7]提出基于协方差矩阵重构的波束形成方法，该算法不足之处在于，

Capon 空间功率谱的准确性会对波束形成结果影响很大。文献[8]提出空间投影方法，该方法的性能受到限制，

其主要原因是信号子空间可能受到噪声子空间的覆盖，从而使其性能下降。文献[9]提出基于最差情况下的性能

优化原则，通过对真实导向矢量和假定导向矢量间的差范数 (即失配量的范数 )来设置上限，进一步限定导向矢

量的不确定性集合，以减小信号失配带来的影响。尽管如此，这些方法都是基于假定阵列为均匀线列阵，对于

稀疏阵型下的波束形成方法研究并不多 [10]。最近有 2 种稀疏阵列受到广泛关注，一种为嵌套阵 [11–14]，一种为互

素阵 [15–16]，相比传统的最小冗余阵，这 2 种阵型具有精确的闭式结构，不需要通过搜索来得到阵元位置。而且

在同样多的物理阵元情况下，相较于传统均匀线列阵能够提供更多的自由度，具有更大的阵列孔径。在阵列信

号处理中，能够在降低成本的同时，如何充分利用稀疏阵列来提高波束形成的性能是一个值得研究的问题。  

基于嵌套阵型结构，本文提出一种基于稀疏重构法的稳健自适应波束形成方法。采用嵌套阵列构建的合作

阵来进行孔径扩展。利用稀疏表示的方法能够准确得到估计目标和干扰的方位信息，从而为精确重构干扰加噪

声的协方差矩阵提供保证。在此基础上，通过最小二乘方法计算干扰信号的精确功率值，结合干扰的方位信息

以及功率值，精确重构干扰加噪声的协方差矩阵，最终实现干扰抑制的目的。最后通过数值仿真验证了该方法

的有效性和优越性。  

1	 	 嵌套阵列模型及问题描述 	

考虑包含 Q ( 1 2Q N N  )个阵元的二维嵌套阵列，阵列结构

如图 1 所示。其中，第一层均匀线列子阵由阵元间距为 1d 的 1N

个阵元组成，这里 1d d ， d 等于载波的半波长；第二层均匀线

列子阵由阵元间距为 2d 的 2N 个阵元组成，这里 2 1 1( 1)d N d  。子阵 1 和子阵 2 之间的间距为 d 。  

假设期望信号 ( )ds t 和 I 个干扰信号 ( )is t 从远场  1, , ,d Iθ θ θ 入射到嵌套阵列，期望信号和干扰信号相互独立

且为窄带信号。期望信号的导向矢量表示为 ( )dθa ，第 i 个干扰信号的导向矢量为 ( ), 1,2, ,iθ i I a 。在采样时刻

t，嵌套阵列接收到的阵列信号 ( )tx 可以表示为：  

( ) ( ) ( ) ( )t θ t t x A s n                                 (1) 

式 中 ：  1( ) ( ), ( ), , ( )d Iθ θ θ θ A a a a 为 阵 列 流 型 矩 阵 ， 其 中 包 含 了 期 望 信 号 和 干 扰 信 号 的 导 向 矢 量 ，

2
j2 / sinj2 / sin( ) 1,e , ,e Q kk
l λ θl λ θ

kθ
   a 为 第 k 个 入 射 信 号 的 导 向 矢 量 ， ql 为 第 q 个 阵 元 在 嵌 套 阵 型 下 的 阵 列 位 置 ；

1( ) [ ( ), ( ), , ( )]d It s t s t s t s 表示期望信号和干扰信号矢量； ( )tn 为噪声矢量，服从均值为 0，方差为 2
nσ 独立同分布

的复高斯分布，假定噪声与入射信号相互独立。  

波束形成的目的就是通过设计空域滤波器 w，最大程度地抑制干扰信号 ( )is t ，且同时最大程度保留期望信

号 s ( )d t 的输出。理想的 Capon 波束形成算法中，最优权重 w是通过最小化阵列干扰加噪声输出功率，同时保证

期望信号方向为单位响应来实现，其最优问题可以表示如下：  
H

H

min

s.t. ( ) 1
i n

d

w w

w θ





R

a
                                  (2) 

进一步可以得到闭式解：  
1

opt H 1

( )

( ) ( )
i n d

d i n d

θ

θ θ








R a

w
a R a

                                (3) 

式 中 2 H 2

1

( ) ( )
I

i n i i i n Q
i

σ θ θ σ


 R a a I 为 干 扰 加 噪 声 协 方 差 矩 阵 ， 2
iσ 表 示 第 i 个 干 扰 信 号 的 功 率 ， QI 为 Q 维 单 位  

N1 N2 

d1 d2 d 

Fig.1 2-D nested linear array 
图 1 二维嵌套阵列阵型结构图 
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矩阵。从式(3)可以得出，影响波束形成性能有两个关键因素：一个是期望信号方位估计的准确程度；另一个是

采样协方差矩阵中包含信号成分的比重。相对应的有两方面的负面影响：一方面，当期望信号的估计方位与期

望信号真实来波方向存在误差时，波束形成的输出性能会受到影响；另一方面，采用采样协方差矩阵代替干扰

加噪声协方差矩阵方法使得波束形成方法不是最优的。随着信噪比的增加，期望信号的成分在协方差矩阵中的

比重越来越大，波束形成器在抑制干扰和噪声的同时会抑制期望信号，即出现信号自消现象，进而影响波束形

成的输出信干噪比性能。因此精确估计目标方位以及准确估计噪声加干扰协方差矩阵是提高波束形成性能的有

效方法，本文综合考虑波束形成中的这两个关键因素，提出基于嵌套阵型的稀疏表示稳健波束形成方法。  

2	 	 基于稀疏重构法的稳健波束形成 	

2.1 嵌套阵列的差合作处理  

嵌套阵列能够通过二阶统计量形成的差合作阵实现孔径扩展。本文将利用目标的空域稀疏性，在孔径扩展

的合作阵上采用稀疏表示的方法提高目标方位的估计，以获得更准确的功率估计。对采样协方差矩阵 ˆ
xxR 进行

矢量化处理，可以得到：  
2ˆˆ ( )xx n nvec σ  ⊙z R A Ap 1                               (4) 

 
式中： ( )vec  表示矢量化算子，表示把矩阵逐行堆积起来； *( ) 为共轭算子； ⊙表示 Khatri-Rao 积； ẑ为矢量化

处理后的接收向量； 2 2 2 T
2[ , , , ]d Iσ σ σ p 表示期望信号和干扰信号的功率组成的功率向量； ( )n Mvec1 I ， MI 表示

M 维单位矩阵； 2
nσ 为噪声功率。  

若用  ⊙A A A表示等效的虚拟阵列流型矩阵，  1( ), ( ), , ( )d Iθ θ θ   A a a a ，这里 ( ) ( ) ( )k k kθ θ θ a a a 为嵌套阵

在方向 kθ 上的虚拟阵列导向矢量，符号 表示 Kronecker 积。此时，  
2ˆ n nσ z Ap 1                                     (5) 

其中，接收向量 ẑ可看作是阵元位置   , , 1,2, ,d i jS l l i j Q    的一孔径扩展的虚拟均匀线列阵，且该虚拟

阵列接收信号为一单快拍相干信号。其中等价的接收信号包含了要估计的期望信号和干扰信号的功率，此时噪

声变成一个确定性的向量，因此虚拟接收信号 ẑ的协方差的秩为 1。此时传统的基于子空间类的方位估计方法将

失效，若采用空间平滑技术虽然可以重构协方差矩阵的秩，但是会损失孔径，进一步降低方位估计的精确度。  

另外要注意的是，采用平滑 MUSIC 处理需要得到孔径扩展的虚拟均匀线阵，嵌套阵产生的虚拟阵元的位

置是无序的、重复的，因此需要进行重新排序，平均去冗余，形成新的虚拟阵列接收数据。本文采用稀疏表示

的方法来进行期望信号和干扰信号的方位估计，避免去冗余的处理过程。根据虚拟阵列模型(4)，首先定义一个

过完备的导向矢量字典：  

 ( ), ( ), , ( ) Q L
Lφ φ φ    

2

1 2B a a a                             (6) 

式中： ( ) ( ) ( )l l l
    a a a 是在可能目标方位 l 上的阵列导向向量； L为所有备选目标方向数目，并且 L 远远

大于期望信号加干扰个数 I 1 和阵元个数 Q 。 A B ，基于该定义， B 是被预先确定并不依赖于真实方位的过

完备阵列流行矩阵，且真实目标的方位  2, , ,d I   都包含于过完备词典  1 2, , , L   中，即期望信号的来波方

向和干扰来波方向对于过完备字典 B 而言是稀疏的，则阵列信号处理模型可以表示为：  

ˆ n nσ  2z Bp 1                                    (7) 

式中 T 1
1 2[ , , , ] L

Lp p p   p  是阵列接收到的信号的扩展，只有当 l k  时， 2
l kp σ ，其他情况下 lp 均为 0。因

此，目标的方位估计就转变为对 p 的非零位置估计的问题。这是一个典型的稀疏表示问题。式(7)是一个典型的

欠定线性方程，因而恢复信号功率 p 转变为到达角度  2, , ,d I   的稀疏重构问题。模型 (7)可以转化为稀疏表

示的形式：  

2

22

2,
ˆs. t. , , { ,2, , }min

n
n n iσ p i L


    


  

0
0

p
p z Βp 1 1                   (8) 

实际中，由于协方差矩阵 xxR 是采用采样协方差 ˆ
xxR 来代替，即有限样本来逼近协方差矩阵，除了噪声误差

之外，必然引入的是测量误差，这里  是由接收样本数决定的一个测量误差界，可以通过协方差拟合准则来求  

得，可以参考文献[16]。模型(8)描述的问题为一凸问题，可以通过凸优化工具箱有效求解。  
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值的注意的是，在方位估计问题中，一般只关注非零元素的位置，对于其功率大小并不考虑。在该方案中

通过凸优化求解出来的方位  2, , ,d I   是准确的，但是功率值 p̂ 往往不是精确的。对于波束形成，干扰加噪声

协方差矩阵的构建需要精确已知干扰的功率。本文首先利用稀疏表示得到准确的目标方位信息，然后借鉴迭代

自适应方法，采用最小二乘方法进一步估计干扰信号的精确功率值。  

2.2 期望信号和干扰功率估计  

在波束形成中，更关注的是精确的干扰信号的功率 p̂。通过 p̂ 的非零元素的位置，可以得到  2, , ,d I   的

估计值 1
ˆ ˆ ˆ ˆ{ , , , }d Iθ     。当得到精确的目标方位信息 ˆˆ ( )θΒ Β ，优化问题可以简化为：  

2

2ˆ

ˆ ˆˆ s. t. , {1,2, , }min n n ip i L      0
p

z Βp 1                        (9) 

这里保留功率为非负限制，忽略不等式限制，优化问题可以转化为：  

2ˆ

ˆ ˆˆ ˆs. t. , {1,2, , }min n n iσ p i L    2 0
p

z Βp 1                        (10) 

功率 p̂的估计可以通过最小二乘方法得到如下一个闭式解：  
H Hˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) ( )n n 1 2p B B B z 1                               (11) 

式中： ˆ ˆ ˆˆ ( ), ( ), , ( )d I       1B a a a ； p̂记为估计的方位对应的功率 2 2 2 T
1ˆ [ , , , ]d Iσ σ σ p 。在获得干扰功率后，利用干

扰功率 2 2 2 T
1 2[ , , , ]Iσ σ σ 和噪声功率 2

nσ 重构干扰协方差矩阵 ˆ
i nR 。  

2.3 干扰加噪声协方差的重构  

对于噪声功率 2ˆnσ 的估计可以采用 2 种方式来得到：  

1) 直接估计方法。当来波个数小于阵元个数，噪声协方差矩阵可以通过 ˆ
xxR 的最小特征值近似估计，表示

为 2ˆn Qσ I 。当来波个数大于阵元个数，需要对稀疏阵列进行增广来估计噪声功率 2ˆnσ 。  

2) 利用稀疏表示估计得到的噪声功率。最终获得重构的干扰加噪声协方差矩阵 ˆ
i nR 表示为：  

2 H 2 2
int

1

ˆ ˆˆ ˆ ˆ( ) ( )
I

i n i i i n Q n Q
i

σ θ θ σ σ


   R a a I R I                           (12) 

式中： 2 H
int

1

ˆ ˆ ( ) ( )
I

i i i
i

σ θ θ


R a a 表示干扰协方差矩阵； ( )iθa 为物理阵元的导向矢量，最终得到权矢量的表达式为：  

1

H 1

ˆ ( )
ˆ( ) ( )

i n d

d i n d

θ

θ θ








R a

w
a R a

                                 (13) 

2.4 复杂度分析  

在 算 法 复 杂 度 上 ， 对 角 加 载 算 法 的 复 杂 度 为 3( )O Q ， 特 征 子 空 间 映 射 方 法 的 计 算 复 杂 度 依 赖 于 特 征 值 分

解，其计算量和 Capon 方法以及对角加载方法相当。最差性能优化算法需要转化为标准的二阶锥规划问题来求

解，即把最初的非线性、非凸的最优化问题转化为凸优化问题，通过高效的内点法和 CVX 软件包求解，总体复

杂度为 3( )O Q 。但是对角加载算法可以进行在线更新权值矢量，每次更新的复杂度为 2( )O Q ，而最差性能优化算

法不能进行简单的在线更新，只能进行重新计算，一般 10 次可以收敛，因此计算复杂度高于前两者。基于稀疏

重构法的波束形成方法计算量主要在于通过凸优化计算感兴趣的信号和干扰的功率，复杂度为 2 3(( 1) )O Q Q L ，

相较而言，复杂度较其他方法高一些，这也是性能与计算量的一种折中。  

3	 	 仿真与分析 	

仿真参数具体设置为：阵列配置为阵元数为 8 个的最优二维嵌套阵，如图 1 所示。第一层为阵元个数为 4

个的标准均匀线列阵，阵元间距为标准的半波长，第二层也是由 4 个阵元组成，阵元间距为 5 倍的半波长，子

阵 1 和子阵 2 的阵间距为标准的半波长。考虑 4 个窄带，非相关远场窄带信号入射到嵌套阵，信号和干扰均为  

等功率信号，噪声为独立同分布的复高斯白噪声。在稀疏表示估计方位中，将空域范围  50 ,50   每一度划分一

个空间角度网格，字典中的原子个数为 101 个。在每个试验中采用 1 000 次实验来计算平均的信干噪比输出。  
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实验 1：目标的功率谱估计。干扰功率的估

计 对 于 重 构 干 扰 加 噪 声 协 方 差 矩 阵 起 着 关 键 作

用。因此首先比较 Capon 方法 [2]、稀疏重构法

( 式 (9)) 以 及 提 出 的 方 法 在 功 率 估 计 方 面 的 性

能。在该实验中，期望信号为 5°，3 个干扰信

号 为 [10 ,14 ,18 ]   ， 信 噪 比 和 干 噪 比 都 设 置 为   

10 dB，快拍数为 400。图 2 分别给出了经典的

Capon 方法、式 (9)以及提出的干扰估计方法功

率估计对比。图 2(a)是通过 Capon 方法得到入

射 信 号 和 干 扰 信 号 的 功 率 ， 从 图 2(a) 可 以 看

出 ， Capon 方 法 并 不 能 精 确 得 到 来 波 信 号 的 功

率 ， 究 其 原 因 ， 受 到 瑞 丽 限 的 制 约 ， Capon 方

法 对 于 空 间 近 目 标 不 能 获 得 很 好 的 分 辨 性 能 ，

因而对于功率的估计也是不准确的。从图 2(b)

可 以 看 出 ， 采 用 稀 疏 重 构 法 可 以 获 得 较 好 的 目

标 方 位 分 辨 性 能 ， 但 是 对 于 功 率 是 欠 估 计 的 ，

其 主 要 原 因 是 稀 疏 重 构 法 只 关 注 了 目 标 方 位 即

非 零 元 素 位 置 的 估 计 ， 对 于 功 率 的 估 计 并 不 十

分精确。从图 2(c)可以看出，本文提出的方法是在得到

准确的方位信息的基础上，采用最小二乘方法求解其 方

位上的功率值，所以其无论是在目标方位估计上，还 是

在功率估计上都更加精确，为进一步精确重构干扰加 噪

声协方差矩阵奠定了基础。  

实 验 2： 不同 方 法的 波束 图 比较 。考 虑 真实 期望 信

号来波方向为 0°，干扰为–25°,35°。信噪比为 0 dB，比

较对角加载方法 [2]、协方差矩阵重构方法 [7]、特征子空间

映射方法 [8]、最差情况波束形成方法 [9]，以及稀疏重构法

(式 (9))的波束图。从图 3 可以看出几种方法都能在干扰

方向生成很深的零陷，具有较好的抗干扰能力。在所 有

方 法 中 ， 本 文 所 提 方 法 产 生 的 零 陷 更 深 ， 由 实 验 1 可

知，所提方法无论是对于期望信号还是噪声功率的估 计

都更准确，而且在波束形成中，仅仅利用了干扰和噪 声

来构建协方差矩阵，因此在所有方法中，性能最优。  

实验 3：输出信干噪比性能对比。考虑期望信号估计存在失配情况下的各种方法的性能比较，真实期望信

号来波方向为 4°，其估计期望信号为 0°，干扰与实验 1 中的配置相同。在存在角度失配情况下比较了对角加载

方法 [2]、协方差矩阵重构方法 [7]、特征子空间映射方法 [8]、最差情况波束形成方法 [9]，以及稀疏重构法 (式 (9))。

从图 4 可以看出，在所有方法中，本文所提方法随着信噪比的增加，具有最优的输出信干噪比性能，且接近于

最优信干噪比输出。受近空间目标的影响，协方差矩阵重构方法和稀疏重构法不能够获得精确的干扰噪声协方

差矩阵，尤其是在低信噪比情况下，最差情况方法和子空间映射方法，由于采用协方差矩阵代替干扰加噪声协

方差矩阵，使得采样协方差矩阵中包含了信号的成分，尤其是在高信噪比情况下，信号分量的比重越来越大，

导致出现波束形成性能下降。在高信噪比情况下，这些方法的输出信干噪比性能显著下降，严重影响干扰的抑

制效果。而所提方法，采用水声嵌套阵可以获得更大的虚拟孔径，采用稀疏重构法可以获得较高的角度分辨性

能，在获得高分辨的角度估计基础上，通过最小二乘方法获得精确的干扰功率估计，因此能够得到准确的干扰

噪声协方差矩阵，所以能够得到接近最优的输出信干噪比。  

接下来验证在快拍数较小情况下的各种方法输出信干噪比性能对比。从图 5 可以看出，最差情况方法和子

空间映射方法，直接采用采样协方差矩阵，不可避免地引入信号自消，因而影响了其信干噪比性能输出。协方

差矩阵重构方法因其能够较好地得到干扰加噪声协方差矩阵，也表现出较好的性能，而稀疏重构法不能够获得

精确的干扰噪声协方差矩阵，性能下降较快，尤其是在低快拍下，功率的估计准确度下降，性能也随之下降。  
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而本文所提方法在所有的小快拍情况下的输出信干噪比均优于其他方法，主要原因在于采用嵌套阵型通过合作

阵处理获得较大的虚拟孔径，通过稀疏表示得到较高的角度分辨性能，在精确方位估计的基础上，通过最小二

乘方法能够获得精确的干扰功率，进而得到准确的干扰噪声协方差矩阵，并不会对期望信号造成影响，所以能

够得到接近最优的输出信干噪比。 

4	 	 结论 	

本文提出一种基于嵌套阵列的稀疏表示稳健波束形成的方法。该方法通过对嵌套阵差合作阵进行处理，得

到大孔径的虚拟均匀线列阵，在相同物理阵元的情况下，嵌套阵能够通过该处理扩展孔径。采用稀疏重构法来

估计期望信号和干扰信号的方位，减少方位估计误差对波束形成性能的影响。利用估计的方位信息，通过最小

二乘方法估计干扰信号的精确功率值，最后利用方位信息和功率估计值重构干扰加噪声的协方差矩阵，该方法

改善了方位失配的影响，提高了干扰加噪声的协方差矩阵的重构精确度，因而能有效提高干扰抑制效果。通过

仿真实验验证了该方法具有良好的干扰抑制能力。  
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