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摘  要：提出基于互质阵列的相干与非相干混合目标空间达波方向 (DOA)估计算法。首先，

基于差协同阵等效的概念，将互质阵列相关矩阵的元素重排形成增广相关矩阵；然后采用矩阵重

构对增广相关矩阵进行解相关处理；最后，对解相关的增广相关矩阵进行多重信号分类 (MUSIC)空

间谱搜索，实现对目标的 DOA 估计。仿真结果表明，该算法可实现对数目多于互质阵列物理阵元

的相干与非相干混合目标的 DOA 估计。对比矩阵重构、前向空间平滑和前后向空间平滑 3 种解相

关算法，矩阵重构解相关获得了更大的可分辨目标数目，在低信噪比 (SNR)下呈现出更佳的估计误

差性能，而空间平滑解相关在低快拍情况下具备更优的估计误差性能。 

关键词：DOA 估计；互质阵列；共轭矩阵重排；差协同阵；解相关 

中图分类号：TN911.7        文献标志码：A     doi：10.11805/TKYDA201905.0805  

DOA estimation for coherent and incoherent sources based on co-prime array 
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Abstract：Based on the co-prime array, a Direction of Arrival(DOA) estimation algorithm is proposed 

for mixed coherent and uncorrelated targets. Firstly, based on the concept of difference co -array 

equivalence, the elements of correlation matrix are rearranged into an augmented correlation matrix. Then 

the augmented correlation matrix is decorrelated through the matrix reconstruction operation. Finally, 

through Multiple Signal Classification(MUSIC) spatial spectrum searching on the decorrelated correlation 

matrix, DOA estimation is obtained. Simulation results show that the proposed algorithm can resolve 

significantly more coherent and incoherent targets than the number of physical elements. It can be 

concluded that the matrix reconstructing algorithm obtains a larger number of distinguishable sources and 

the error performance is better under low Signal to Noise Ratio(SNR), while the two spatial smoothing 

algorithms obtain a better error performance in the case of low snapshot. 

Keywords：DOA estimation；co-prime array；conjugate matrix rearrangement；difference co-array；

decorrelation 

 

空间达波方向 (DOA)估计作为阵列信号处理的主要研究内容之一，广泛应用于移动通信、雷达、声纳探

测、无线导航等领域 [1−2]。传统的 DOA 估计算法如多重信号分类 (MUSIC)算法，通常采用均匀直线阵列  

(Uniform Linear Array，ULA)
 [3−5]，这类估计算法最大可分辨目标数目受物理阵元数的限制，无法估计大于物理

阵元数目的空间目标，由此引入非均匀稀疏阵列，如互质阵列 [5]、嵌套阵列 [6]、最小冗余阵列 [7−8]，基于差协同

阵等效的概念，构造虚拟 ULA，然后利用 MUSIC 算法进行空间谱搜索实现目标的 DOA 估计，突破物理阵元数

对最大可分辨目标数的限制，提升了 DOA 估计的自由度。现有基于互质阵列的 DOA 估计算法均只针对非相干

目标 [6,9−11]，从差协同阵角度入手，利用差协同阵中虚拟阵元的位置与相关间隔一一对应的关系，将相关矩阵中

的相关元素进行矢量化处理，作为差协同阵的等效单快拍全相干信号，然后通过空间平滑解相关处理，形成包

含非相干目标 DOA 的空间谱。由于差协同阵虚拟阵元的数目远超出互质阵列物理阵元的数目，因此利用差协同  
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阵的概念可以使得 DOA 估计的最大可分辨目标数目突破互质阵列物理阵元的限制。然而，这类算法仅适用于

空间存在非相干目标的情况，当空间中存在相干目标时，相关元素中存在非零交叉项，导致此类算法失效。  

针对上述算法对相干目标失效的问题，本文提出一种基于互质阵列的相干与非相干混合目标 DOA 估计算

法。首先，基于差协同阵等效的概念，将互质阵列相关矩阵的元素重排形成增广相关矩阵；然后，采用矩阵重

构方法 [12−13]对增秩相关矩阵进行解相关处理；最后，对解相关的增广相关矩阵进行 MUSIC 空间谱搜索 [9]，实

现对混合目标的 DOA 估计。仿真结果表明，该算法可实现多于互质阵列物理阵元数目的混合目标 DOA 估计。

进一步地，通过仿真对比了矩阵重构、前向空间平滑 [14]、前后向空间平滑 [15]三种解相关处理下的 DOA 估计性

能。结果表明，矩阵重构解相关获得了更大的可分辨目标数目，在低信噪比下估计误差性能更好，而空间平滑

解相关在低快拍情况下具备更优的估计误差性能。 

1  阵列信号模型  

互质阵列由两个非均匀稀疏物理阵组成，如图 1

所 示 ， 一 个 包 含 N 个 发 射 阵 元 ， 位 于

 0,0 1Mnd n N ≤ ≤ ；另一个包含 2M−1 个接收阵

元，位于  0, 0 2 1Nmd m M≤ ≤ ，由此互质阵列总共包含 N+2M−1 个物理阵元，其中，M,N 为两个互质整数，

0d 为相邻阵元间隔，大小为空间目标的半波长。 

根据互质阵列模型，假设含有 L 个非相干目标和 K 个相干目标的混合信号位于接收阵列的远场，为了将问

题简化，进一步假设非相干目标的位置为 1 到 L，相干目标的位置为 L+1 到 L+K，信号的功率为
2 2 2 2
1 2, , , , ,L L K     ，方向为 1 2, , , , ,L L K     ，噪声为相互独立的高斯白噪声，功率为 2 且与目标相互独立。  

当阵列工作于频率 时，接收信号模型可描述为：  

 X AS N                                            (1) 

式中：  
T

1 2= , , , , ,L L KS S S S S 为信号矢量，上标 T 表示矩阵的转置； N 为噪声矢量； A为操纵矩阵，其第  ,i j

个分量可表示为：  

 

   0j sin

,
e , 1,2, , 2 1; 1,2, , , ,

i jk x

i j
i N M j L L K


     A                        (2) 

式中：
i

x 为第 i 个物理阵元的位置； j 为第 j 个目标的到达方向； 0k c 表示频率为 时的波数，c 为自由空

间的光速。  

2  相干与非相干目标 DOA 估计算法  

2.1 相关矩阵的计算  

由式(1)可得阵列接收 L+K 个目标的数据自相关矩阵为：  

 HExxR XX                                           (3) 

式中：上标 H 表示共轭转置；  E 为统计平均操作，在实际情况中，常用时间平均代替。  

 2 2 2 2
1 2diag , , , ,ss L L K    

   R 为空间目标自相关系数矩阵。式(3)中，相关间隔为 p 的元素可表示为：  

       0 0 0 0j sin j sin2 2

1 +1 +1

e ei i

L L K L K
k pd k pd

l mn

l m L n L

r p p
 

   
 

  

                             (4) 

式中： 0pd 是互质阵列中任意两个物理阵元的位置差；  p 为噪声矩阵对应项函数；互相关系数 mn 表示为：  

 * , 1 ; 1 ,mn m nE L m L K L n L K m n      S S ≤ ≤ ≤ ≤                        (5) 

式中上标*表示共轭操作。式(4)说明相关矩阵的元素与互质阵列差协同阵虚拟阵元位置一一对应。  

2.2 差协同阵的布局结构  

互质阵列差协同阵的布局结构如图 2 所示，由互质阵列阵元位置差值构成，其虚拟阵元的位置表示为：  

  0 0 ,  0 1,0 2 1P Mnd Nmd n N m M    ≤ ≤ ≤ ≤                      (6) 

 

Fig.1 Model of co-prime array 

图 1 互质阵列模型 
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由图 2 可以看出，互质阵列差协同阵由均匀密布子协同阵与其两侧关于原点对称的非均匀子协同阵组成，

其中三角形表示虚拟阵元位置，圆圈表示空洞。均匀子协同阵以单位间隔 0d 均匀分布，非均匀子协同阵中存在

空洞，其阵元分布呈现非均匀性，图 3 给出 M=2 和 N=3 的互质阵列差协同阵布局实例。  

2.3 相关矩阵的增广  

对应于互质阵列差协同阵均匀子协同阵部分，利用式

(5)，令 +Q MN M ，将相关元素排列成下列矢量：  

           1 , 2 , , 1 , 0 , 1 , , 1r Q r Q r r r r Q           (7) 

将上式中相关单元进行矩阵增广构成 Q Q 的相关矩

阵表示为：  

   

     

     

0 1 1

1 0 2

1 2 0

'

r r( ) r Q

r r r Q

r Q r Q r

 
 

  
 
 

     

xxR        (8) 

显然，  

     ' ' ,  0 1; 0 1i j i j i Q j Q


    xx xxR R ≤ ≤ ≤ ≤    (9) 

因此，式 (8)中增广相关矩阵 '
xxR 的上三角矩阵与下三

角矩阵包含相同目标信息，同时具有 Toeplitz 矩阵特征。  

2.4 解相关处理  

当空间中存在相干目标时，增广相关矩阵 '
xxR 会亏秩，导致 MUSIC 算法失效。解决矩阵亏秩的关键是对相

关矩阵进行解相关处理，完成对其秩的恢复。经典的算法有空间平滑算法、矩阵重排算法等。  

前向空间平滑算法是对相关矩阵进行解相关的有效方法，其基本原理是将 0N 元均匀直线物理阵列从第一个

阵元开始分成 0L 个相互交错的子阵，每个子阵的阵元数目为 0 0 0 1m N L   ，各个子阵的阵列流型相同，从而可

通过对子阵的协方差矩阵求平均来实现解相关，形成一个等效的 0m 阶子阵，实现方法如下：   

0
T

f

10

1
L

'
k k

kL 

  xxR F R F                                         (10) 

式中    00 0 0 01 1k mm k m N k m     
 
 

F 0 I 0 ，
0mI 为 0m 阶的单位阵，当子阵数目 0m 大于空间目标数目时，经过平滑的 0m

阶子阵协方差矩阵的秩恢复为目标数目。对于前向空间平滑， 0N 个物理接收阵元最多可以实现 0 2N / 个相干目

标的解相关，后向空间平滑算法原理与前向空间平滑类似，只是子阵从最后一个物理接收阵元开始划分。  

前后向空间平滑算法建立在前向空间平滑的基础上，利用 ULA 的旋转不变性，对阵列同时进行前、后向平

滑，形成 0m 阶子阵的协方差矩阵为：  

  
0

T
fb xx xx

10

1

2

L
' '

k k

k

 
L





 R F R J R J F                                  (11) 

式中矩阵 J 为反对角线上元素为 1，其余元素为 0 的 0N 阶交换矩阵。由此， 0N 个物理接收阵元最多可以实现

02 3N / 个相关目标的解相关。  

由于上述空间平滑处理降低了相关矩阵的维数，减小了 DOA 估计的自由度，即最大可分辨目标数目，因

此本文引入矩阵重构算法对增广相关矩阵进行解相关处理。  

首先，将式(8)中增广相关矩阵的下三角元素全部置 0，得到：  

   

   

 

Toeplitz

0 1 1

0 0 2

0 0 0

r r( ) r Q

r r Q

r

 
 

 
 
 
  

R                                  (12) 

 
 
 
 
 

Fig.2 Model of difference co-array 

图 2 互质阵列差协同阵模型 
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Fig.3 An example of the layout structure of difference co-array 

图 3 差协同阵布局结构实例 
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然后，利用前后向空间平滑的思想，对上三角矩阵进行共轭平滑处理：  

Toeplize Toeplitz
' *

M MR J R J                                       (13) 

式中 MJ 与式(11)的 J 类似，为 M 阶交换矩阵。取 ' ' '
Toepl i ze Toepl i ze( ) / 2 xxR R R 作为 MUSIC 算法中的协方差矩阵，

显然， ''
xxR 也符合 Toeplitz 矩阵特征。重排矩阵 Toepl i t zR 为上三角矩阵，不论目标是否相关，其必定为满秩矩阵，

显然经过共轭平滑处理的矩阵 T o e p l i t z
R 也为满秩矩阵，由此克服了互质阵列差协同阵等效方法只能估计非相关目

标的限制，在保证超物理阵元数目 DOA 估计的情况下，不受目标相关性的约束。同时，与空间平滑算法相

比，Toeplitz 矩阵重构算法解相关不需要以牺牲 DOA 估计自由度为代价，运算量也大大降低。  

3  仿真与性能分析  

3.1 DOA 估计仿真  

根据图 1，选取 M=2 和 N=3 的互质阵列进行仿真，共包含 2M+N−1=6 个接收阵元，阵元单位间隔 0d 设置

为 1。由互质阵列模型可得两阵列的位置分别为 0,2,4 和 3,6,9。结合式(6)和互质阵列差协同阵模型可得虚拟阵

列均匀子协同阵位于  1 7Q    到 1 7Q   的区间，其阵元关于原点对称，且原点两侧处于对称位置的阵元包

含相同的目标信息，因此从 0 到 7 的 8 个阵元包含了从–7 到 7 区间接收阵列的所有目标信息。对照差协同阵中

均匀分布的虚拟阵元，按照式(8)将对应的互质阵列相关元素重新排列可得 8 8 的增广协方差矩阵。  

由于多径传播等因素的影响，空间目标存在不同程度的相关性，导致相关矩阵亏秩，需要进行解相关处

理。本节考虑目标为全相干时，前向平滑、前后向平滑、矩阵重构 3 种算法的解相关处理性能。首先仿真相干

目标数目为 4,5 时，3 种算法下的 DOA 估计。Matlab 仿真设置信噪比为 20 dB，快拍数为 1 024，仿真结果如图

4、图 5 所示，图中竖直虚线和竖直点划线分别表示相干目标和非相干目标的实际位置。  

由图 4 可以看出，相干目标数目为 4 时，矩阵重构和前后向平滑算法都能准确地估计目标方向，前向平滑

虽然在理论上能估计 0 2N / 个目标，但此时谱峰分辨力较差，可以看出明显的误差。由图 5 可以看出，相干目

标增加到 5 时，前向平滑算法已经失效，虽然前后向平滑算法在理论上能估计 02 3N / 个相干目标，但是由于采

样数目、系统误差的影响，在目标数目为 5 时，谱峰分辨力降低，而矩阵重构算法仍然能进行准确的 DOA 估

计，且谱峰分辨力高。将相干目标数目增加到 7 时，两种空间平滑算法已经完全失效，矩阵重构算法仍然保持

准确的 DOA 估计，如图 6 所示。  

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 
 

 

 
 

 
 

 

 
 

3.2 性能分析  

基于 3.1 节，在 4 个相干目标的情况下，其他条件不变，进行 500 次蒙特卡洛实验，比较 3 种算法对信噪

比和快拍数目的估计性能。估计性能由估计误差表征，估计误差定义为：  

 
24 500

1 1

1 1

4 500
kj

k j

ˆRMSE  
 

                                   (14) 

式中：  为 DOA 真实值； ˆ
kj 为第 k 个目标的第 j 次蒙特卡洛 DOA 估计值。  

 

Fig.4 DOA estimation of 4 coherent sources 

图 4 4 个相干目标的 DOA 估计结果 

Fig.5 DOA estimation of 5 coherent sources 

图 5 5 个相干目标的 DOA 估计结果 

Fig.6 DOA estimation of 7 coherent sources 

图 6 7 个相干目标的 DOA 估计结果 
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信噪比从–10 dB 到 20 dB，每 5 dB 统计一次估计误差，快拍数从 50 到 450，每 50 次快拍统计一次估计误

差，其他条件与 3.1 节相同，3 种算法的性能曲线如图 7 和图 8 所示。  

由图 7 可以看出，在低信噪比时，矩阵重构算法的估计误差最小。由图 8 可知，在相同的快拍次数下，矩

阵重构算法的估计误差大于两种空间平滑算法，在快拍数目较小时，矩阵重构算法的估计性能明显变差，两种

空间平滑算法的估计误差相差不大。  

 

 
 

 
 

 

 
 

 
 

 

 
 

 
 

 

 
 

 
 

 

4  结论  

本文提出一种基于互质阵列的相干与非相干混合目标 DOA 估计算法。实现过程为，首先基于差协同阵等

效的概念，将互质阵列相关矩阵的元素重排形成增广相关矩阵，然后采用矩阵重构算法对增广相关矩阵进行解

相关处理，最后对解相关的增广相关矩阵进行 MUSIC 空间谱搜索，实现对混合目标的 DOA 估计。仿真表明该

算法可实现对多于互质阵列物理阵元数目的相干与非相干混合目标 DOA 估计。通过仿真对比矩阵重构、前向

空间平滑、前后向空间平滑 3 种解相关处理下的估计性能，结果表明，矩阵重构算法能估计更多的目标，且谱

峰分辨力高，在低信噪比下，矩阵重构算法的估计误差更小，但在相同的快拍次数下，矩阵重构算法的估计误

差性能低于空间平滑算法。  
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Fig.7 Performance of 3 algorithms under different SNRs 

图 7 三种算法 DOA 估计误差随信噪比的变化曲线 
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Fig.8 Performance of 3 algorithms under different snapshots 

图 8 三种算法 DOA 估计误差随快拍数的变化曲线 
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