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摘  要：综合代表滤波器拓扑结构和特性的耦合矩阵是交叉耦合滤波器设计的重点。提出了

一种基于广义特征值的优化综合方法，通过非线性最小二次求解，将耦合矩阵的广义特征值逼近

至广义切比雪夫响应多项式传输函数零极值参考点，优化求解出带有频变交叉耦合带通滤波器的

耦合矩阵。通过 3 个数值实例演示了该方法，并验证其有效性。这是对经典带通滤波器耦合矩阵

综合方法的补充，为频变交叉耦合滤波器的设计建立了基础。 
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Coupling matrix synthesis for cross-coupling bandpass filters with  

frequency-dependent coupling 
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Abstract：The coupling matrix synthesis which represents the topology and characteristics of the 

filter，is the focus of the cross-coupling filter design. In this paper, a generalized eigenvalue-based 

optimization synthesis method is proposed. Through the nonlinear least-squares solution, the generalized 

eigenvalues of the coupling matrix are approximated to reference point of the zeros of the polynomial of the 

generalized Chebyshev response transfer function, and the optimal solution of the coupling matrix is 

obtained. This is a supplement to the classical bandpass filter coupling matrix synthesis method, and 

establishes the basis for the design of the frequency-dependent cross-coupling filters. 
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构造矩阵形式的滤波器电路非常实用，可以进行一些矩阵操作，如求逆、相似变换和分解，这些操作简化

了复杂电路的综合、拓扑重构，以及性能仿真等。自 1970 年 Atia 和 Williams 提出其概念以来 [1]，代表滤波器

拓扑结构和特性的耦合矩阵成为交叉耦合滤波器设计的重点，其中最为重要的是综合方法。Cameron 等提出的

解析综合法明确了耦合矩阵的物理含义并可利用矩阵相似变换进行滤波器的拓扑重构 [2−3]，而采用优化综合方法

可以直接综合出任意结构所期望的耦合矩阵，从而避免了解析方法繁多的变换过程。基于带通滤波器低通原型

的传输零点和极点，可以完整描述该滤波器的特性，S. Amari 提出了基于零极点 S21 和 S11 构建目标函数的优化

方法 [4]；由于耦合矩阵的特征值与零极点一一对应，因此，M. Mrozowski 提出一种更具效率的矩阵特征值逼近方

法 [5]。这些方法的前提是内部谐振器之间的耦合与频率无关，通常在窄带下适用，但当滤波器带宽超过一定范

围 [6]，或小型化设计中谐振器间不可避免地存在混合电磁耦合时，耦合系数随频率变化，以上的综合方法不再

适用。另一方面，频变耦合滤波器具有一定优势：带外可形成额外的传输零点 [7−8]，可以较低的阶数达到原本需

要更高阶滤波器才能提供的频率选择性，节省所需的谐振器个数，减小滤波器的损耗和体积；频变耦合形成的

传输零点可以独立设计与调节，不干扰其他零点 [9]。因此，开展频变耦合矩阵综合方法的研究非常必要。2012

年，Lukasz 等提出了基于线性矩阵束的特征值优化方法 [10]，专门针对频率交叉耦合的情况；2016 年，禇庆昕阐

述了一种非交叉混合耦合矩阵的梯度优化方法 [11]。本文提出一种基于矩阵广义特征值优化方法，优化求解出广

义切比雪夫响应带通滤波器的耦合矩阵，建立了频变耦合滤波器的设计基础。  
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1  理论基础  

1.1 频变耦合系数的线性近似  

利用耦合矩阵模型、K 阻抗变换器模型或 J 导纳变换器模型可以直接综合出滤波器的物理尺寸。文献[12]列

举了变换器的等效集总电路，而混合电磁耦合的 J/K 变换器的集总电路形式如图 1 所示 [13]。  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

对于混合 K 变换器，应用在上下通带边沿角频率分别为 ω1,ω2，中心角频率为 ω0 的窄带滤波器(谐振器为串

联 L0 与 C0 等效模型)，ω 为带通角频率，  为角频率偏移；其低通原型归一化耦合系数为：  
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式中：m 为低通原型归一化耦合系数；Cm,Lm 为耦合器件的等效电容、电感；Ω 为归一化低通原型角频率；FBW

为带通滤波器的相对带宽。其中，各变量之间存在特定关系：  
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等式成立条件：  
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对窄带滤波器通带内或附近，等式条件是成立的。  

同样的，混合 J 变换器，应用在上下通带边沿角频率分别为 ω1,ω2，中心角频率为 ω0 的窄带滤波器上(谐振

器为并联 L0 与 C0 等效模型)，其低通原型归一化耦合系数为：  
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由式 (1)和式(3)可知，混合电磁耦合的归一化耦合系数 m 随频率发生变化，所以混合电磁耦合也称为频变

耦合。在窄带条件下，通带内或带外近端，频变部分可做线性等效近似，斜率绝对值为磁耦合系数与电耦合系

数的均值。  

1.2 频变耦合矩阵及其广义特征值  

图 2 是由 N 个无耗谐振回路构成的交叉耦合谐振网络 [4]，其中谐振器 i 与 j 之间存在频率无关的耦合，耦合

系数 Mij=Mji；内阻为 R1 的单位电压源激励谐

振器 1；输出负载电阻为 R2，与谐振器 N 相

连接。  

根据基尔霍夫定律，其回路方程为 [4]：  

    j j    U R M I e          (5) 

式中：ω 为归一化低通原型角频率； j 为虚数

单位；U 为 N×N 单位矩阵；R 除第 1 行第 1

列为 R1 和第 N 行第 N 列为 R2 外，其余元素

均为零；M 为 N×N 耦合矩阵；I 为各节点电流构成的 n 阶向量；e 为 N 阶向量，且 e=[1,0,… ,0]。  
 
 

Fig.2 Model of a general cross-coupled resonator bandpass filter 
图 2 交叉耦合带通滤波器网络模型 
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Fig.1 Lumped circuits of the J/K converters and ABCD matrixes 
图 1 混合电磁耦合 J/K 变换器集总形式及对应的 ABCD 矩阵 

(a) K impedance converter of mixed electromagnetic coupling 
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(b) J admittance converter of mixed electromagnetic coupling 
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当耦合网络存在频变节点时，对频变部分作线性近似，此时频变分量除对角线上元素为 1 的单位矩阵 U

外，在非对角线上的频变耦合节点处，同时存在不为零的 1
ijm ，因此可将由单位矩阵和频变节点处的分量一起构

成的频率相关矩阵记为 M1，非频变部分记为 M0，新的回路方程为：  

    1 0j j    M R M I e                                 (6) 

相应的，滤波器的 S 参数为 [14−15]：  

  1
21 1 2 1 2 1 0

1
2 2j jN

N
S R R i R R        M R M                        (7) 

  1
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11
1 2 1+2j jS R i R        M R M                          (8) 

式中 i1,iN 分别为电流向量 I 的第 1 个和第 N 个元素，即第 1 个和第 N 个回路的电流。  

在计算矩阵逆时引入代数余子式，则有  
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式中：M0 与 M1 为 N×N 耦合矩阵；矩阵 R 除 R11=R1 和 RNN=R2 外，其余元素均为零；M0',M1',R'分别为 M0,M1,R

去掉第 1 行和最后 1 列的子矩阵；M0'',M1'',R''分别为 M0,M1,R 去掉第 1 行和第 1 列的子矩阵。  

由式(9)可知，传输函数的零极点分别与矩阵 ωM1'–jR'+M0',ωM1–jR+M0 行列式的特征值一一对应。若记 A

为–jR'+M0'，B 为-M1'，则对矩阵 ωM1'–jR'+M0'行列式特征值求解可转换为矩阵 A=ωB 的广义特征值求解。同样

的，利用广义特征值求解可以获取矩阵 ωM1–jR+M0,ωM1''–jR''+M0''行列式的特征值，这利用数学软件如 Matlab

等非常容易实现。  

另一方面，S 参数的多项式函数表达式 [2]为：  
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式中 P(ω),E(ω),F(ω)分别为文献[2]中定义的网络传输函数的多项式。  

分别考虑式(9)与式(11)，式(10)与式(12)，由于同一网络的 S 参数的零极值总是相等，因此耦合矩阵 ωM1'–

jR'+M0',ωM1–jR+M0,ωM1''–jR''+M0''的 广 义 特 征 值 向 量 λ',λ,λ''分 别 与 多 项 式 函 数 P(ω),E(ω),G(ω)的 特 征 值 向 量

λP,λE,λG 一一对应。  

2  特征值优化方法 

2.1 目标函数及优化思路  

对耦合矩阵的优化求解首先从求解多项式函数 P(ω),E(ω),G(ω)开始，获取其特征值向量 ([ ; ; ])P E Gλ λ λ λ0 。然

后根据拓扑结构设定耦合矩阵 M1 和 M0 初值，计算出耦合矩阵 ωM1'–jR'+M0',ωM1–jR+M0,ωM1''–jR''+M0''的广义

特征值向量 1([ ; ; ]) λ λ λ λ ，建立目标函数：  

   H  C λ λ λ λ0 1 0 1                                       (13) 

式中 H 表示向量的哈密顿转换。利用数值迭代方法，对目标函数进行非线性二次最小求解，在逐次数值迭代

中，将 λ1 逐渐逼近至 λ0，迭代优化出需要的耦合矩阵 M0 和 M1，完成频变耦合滤波器的原型综合。  

2.2 多项式综合的数学过程  

作为耦合矩阵特征值的参考点，滤波器传输函数中的各多项式零极值必须先求解，对于无耗滤波器网络：  
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式中：F(ω),P(ω)分别为反射零点多项式和传输零点多项式；ε 为幅度响应归一化的任意常数 [2]。  

广义切比雪夫滤波器函数 [2]为：  
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式中：ω 为角频率；ωn 为第 n 个传输零点角频率。  

对 ( )NC  恒等变形 [2]后，有  
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式中：
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式 (16)的 分 母 多 项 式 的 根 即 为 传 输 零 点 ， 其 为 未 归 一 的 P(ω)。 对 照 式 (14)， 其 分 子 多 项 式 为 未 归 一 的

F(ω)，连乘项可利用递归计算 [2]。由于奇次 nd 连乘项正负相消，故  2 1  被抵消，分子项最终结果为 ω 的 n

次多项式。  

已知 P(ω)，在求解出 F(ω)后，利用网络无耗条件 [2]，有  
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*

* P( ) P( )
E E F F

    
 

      
  

                           (17) 

由于 E(s)(s=jω)是 Hurwitz 多项式，则 E(ω)的根可以从式(13)两个相乘多项式的根中筛选出来，其根 ω 应满

足条件 real(jω)<0，由此可确定多项式 E(ω)[12]。  

综上，对于传输零点为 ω1,ω2,… ,ωn 的广义切比雪夫响应滤波器的多项式 P(ω),E(ω),G(ω)的根构成的特征向

量 0([ ; ; ])P E Gλ λ λ λ 已全求解出。  

2.3 优化变量的梯度计算  

对目标函数的非线性最小二次求解中，需要计算特征值 λ 分别对矩阵 M0 和 M1 中非零单元的梯度，利用广

义特征值及特征值微扰法可轻松完成。对于耦合矩阵的广义特征值，有  

i i iAx Bx                                        (18) 

式中： i 为第 i 个特征值， ix 为特征值 i 对应的特征向量。  

对于矩阵 A，利用特征值微扰：  

   Δ Δi i i i   A A x Bx                                  (19) 

联立式(18)和式(19)，求微分：  
H

H
i i i

jk i iA





x Px

x Bx
                                      (20) 

式中：Ajk 为矩阵 A 第 j 行 k 列阵元；P 为 N×N 矩阵，除 j 行 k 列和 k 行 j 列为 1 外，其余阵元为零。  

对于矩阵 B，利用特征值微扰：  

 ( Δ ) Δi i i i   Ax B B x                                 (21) 

联立式(18)与式(21)，并求微分：  
H

H
i i i

i
jk i iB

 
 


x Px

x Bx
                                    (22) 

同样的，求出矩阵 M0 和 M1 相应子矩阵特征值向量 λ',λ''对矩阵单元的梯度。  

3  数值实例  

优化开始时，设定矩阵 M0 和 M1 初值，M1 可设定为单位矩阵，M0 可设定为正常响应的非频变滤波器耦合

矩阵。考虑到频变耦合具有小型化应用背景，阶数不宜过高，本文 3 个实例均选取经典的级联四角 (Cascaded 

Quadruplet，CQ)、级联三角(Cascaded Triplet，CT)拓扑结构开展优化算法。  
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第一个应用案例为带有一个频变节点的 CT 滤波器，图 3(a)为

该结构的示意图，其中圆圈 1,2,3 分别表示谐振器 1,2,3，谐振器 1

到 2、2 到 3 为直接耦合，与频率无关；谐振器 1 到 3 为频变交叉

耦合节点，该结构的耦合矩阵为：  
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则相应需要优化的耦合矩阵阵元构成的优化变量为：  
             13 11 12 13 22 23 33

1 1 0 0 0 0 0 0, , , , , ,m m m m m m m   Φ         (24) 

假 设 该 结 构 可 实 现 的 2 个 低 通 原 型 归 一 化 传 输 零 点 设 定 为

 2.5,2.42 ，带内回波损耗设定为-20 dB。则优化变量初值可设定

为  initial
1 1 20,0,0.96,0.44,0,0.96,0 , 1R = R =Φ 。  

利用非线性二次最小化求解式(13)的目标函数，优化结果见式

(25)，对应的低通原型响应见图 3(b)，其中虚线为该结构无频变节

点传输零点为 2.5 的低通原型响应。  

 *
1 1 20.198 4,0.008 9,1.095 4,0.019 5, 0.018 2,1.095 4,0.008 9 ,  1.087 4R R  Φ -                 (25) 

第 2 个应用案例为带有 2 个频变耦合节点的 CQ 滤波器，图 4(a)为该滤波器结构示意图，其中谐振器 1 到

2、3 到 4 的耦合与频率无关，谐振器 2 到 3 和 1 到 4 为频变耦合节点，该结构的耦合矩阵为：  
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将耦合矩阵元素代入优化变量中，相应的有  
                   14 23 11 12 14 22 23 33 34 44

2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0, , , , , , , , ,m m m m m m m m m m   Φ                      (27) 

此结构可实现的 3 个低通原型归一化传输零点设定为(-3,-1.71,2.5)，带内回波损耗设定为-20 dB。优化变

量初值可设定为  initial
2 1 20,0,0,0.89, 0.1,0,0.74,0,0.89,0 ,  1R R   Φ 。  

利用非线性二次最小化求解式(13)的目标函数，优化结果见式(28)，其相应的低通原型响应见图 4(b)，其中

虚线为该结构对应的不带频变节点 2 个传输零点为(-3,2.5)的低通原型响应。  

 *
2 1 20.045 0, 0.371 3, 0.018 2,0.844 6,0.099 6,0.363 4, 0.7731,0.363 4,0.844 6, 0.018 2 ,  1.048 7R R  Φ - - - -      (28) 

第 3 个应用案例为带有一个频变耦合节点的 CQ 滤波器，图 5(a)为该滤波器结构示意图，其中谐振器 1 到

2、2 到 3、2 到 4、3 到 4 的耦合与频率无关，谐振器 1 到 4 为频变交叉耦合节点，该结构的耦合矩阵为：  
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A                  (29) 

将耦合矩阵元素代入优化变量中，有  
                   14 11 12 14 22 23 24 33 34 44

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0m ,m ,m ,m ,m ,m ,m ,m ,m ,m   Φ3                     (30) 

此结构可实现的 3 个低通原型归一化传输零点设为(-2.5,1.71,3)，带内回波损耗设为-20 dB。优化变量初值

为  initial
3 1 20,0,0.89, 0.1,0,0.74,0,0,0.89,0 ,  1R R  Φ - 。  

利用非线性二次最小化求解式(13)的目标函数，优化结果见式(31)，其相应的低通原型响应见图 5(b)，其中

虚线为该结构无频变节点传输零点为(-2.5,3)的低通原型响应。  

 *
3 1 20.045 0, 0.371 0 , 0.018 2,0.844 6,0.099 6,0.363 4, 0.7731,0.363 4,0.844 6, 0.018 2 ,  1.048 7R R  Φ - - - -      (31) 

 

Fig.3 Cascaded triplet filter with frequency-dependent 
coupling between resonator 1 and 3 

图 3 谐振器 1 与 3 为频变节点的 CT 滤波器 

(b) frequency response with two transmission 
zeros at ω=-2.5, ω=2.42 

am
pl

it
ud

e/
dB

 

-5  -4  -3  -2  -1  0  1  2  3  4  5 
normalized frequency 

0

-10

-20

-30

-40

-50

 
 

S21 
S11 
S21

* 

 
 

(a) coupling scheme 

1 

2 

3 S L 



第 5 期           方芝清等：频变交叉耦合带通滤波器的耦合矩阵综合研究             859 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4  结论  

耦合系数随频率变化的交叉耦合滤波器可在带外形成额外传输零点，从而加强滤波器的频率选择性；通过

将耦合矩阵的广义特征值对应到传输函数的零极值点，并利用数值优化方法对目标函数进行非线性二次最小求

解，可以综合出具有广义切比雪夫响应的频变交叉耦合矩阵，这补充了经典的滤波器原型综合方法，为频变耦

合滤波器设计提供了依据。  
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(b) frequency response with three transmission 
zeros at ω=-3, ω=-1.71, ω=2.5 
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图 5 谐振器 1 与 4 为频变节点的 CQ 滤波器 
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